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1. 


Memoire sur les Hyperdeterminants. 
(Par M. A. Cayley a Cambridge. ) 


( Traduetion d’un M&moire anglais inser€ dans le „Cambridge Mathematical Journal” avec quelques 


additions de l’auteur.) 





I. 


VO. trouve dans les N’ XIII et XV du Journal de Cambridge des recherches 
tres elegantes sur les transformations lineaires par M. @. Boole, de Lincoln. 
En particulier l’auteur etablit ce beau theoreme „Soit U une fonction homogene 
de l’ordre n des »n variables x, y, ele. Y ce que devient cette fonction. 
en ecrivant au lieu de x, y, etc., de nouvelles variables &, 7, .... chacune 


de la forme Ar+uy-+.... Soit encore OU —=0 Tl’equation obtenue en &li- 
minant X, Y, .... entre io, Zt etc. de maniere que OU repre- 
sente une cerlaine fonction des conslantes de U, OY la fonclion analogue des 
constantes de Y, et enfin soit E le determinant de l’ordre nr form& avec les 
coöfficiens A, u, elc. On.a cette equation OY—= E"OU (ou a —= (n—1)”"").' 

En cherchant a demontrer cette formule de M. Boole, il m’a paru qu’on 
pourrait substituer au lieu d’une fonction homogene de l’ordre n de m variables. 
une fonclion de ce m&eme ordre, de n groupes de :n variables (donc de 
nın variables, en tout), mais lineaire a l’egard des variables de chaque groupe 
separe. Le theoreme de M. Boole prend ainsi la forme OY—=KYE?..... E:.oOU. 
Il etait facile de voir que cette formule serait vraie, si la fonclion OU satis- 
faisait A un certain systeme d’equalions, aux differences parlielles prises a l’egard 
des constantes de U. Je m’imaginais d’abord que la fonction OU elail ne- 


cessairement telle que OU O0 füt le resultat de l’elimination des variables 


dU d U d U . LE: 
mar = .... ——t! tc.. mais i4 / 
dx, 0, dx, Ö, dy, ,„ eic., Ja vu 








entre les &quations 


bientöt que cette supposition n’etait pas fondee, que les equations differentielles 
ne suffisaient pas, pour determöner la fonction OU, et quainsi au lieu d’une 


seule fonction il y en avait plusieurs doueces de cette propriel@ fondamentale. 
Puis j’ai remplace les equations differentielles, par un aulre systeme de for- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft. 1 
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mules, sur lesquelles, posees comme definitions, j’etablis d’une maniere directe 
la propriete fondamentale de ces nouvelles fonctions OU; lesquelles a cause 
de leur analogie avec les determinants, qui en sont un cas parliculier, je me 
propose de nommer „Hyperdeterminants.” 


Je me suis deja servi de la notation 


Üü, P; 7» 
’ 


A 
a”, ß", y", Br 








(oü il y a autant de lignes horizontales que de verticales) pour representer 
un determinant ordinaire, et de cette autre notation 


/) 
@, 2, 75 
u.) ' 
2. Ü, P 5 > 











(oü le nombre des lignes verticales est plus grand que celui des lignes hori- 
zontales) pour representer la suite des determinants que l’on obtient en choi- 
sissant d’une maniere quelconque, un nombre suffisant de lignes verticales. 
pour en former un determinant. Les termes de cette suite sont regardes, non 
pas comme lies par les signes + ou d’aucune autre maniere, mais comme 
parfaitement isoles. 

En appliquant a cette suite, le theor&me fondamental pour la multipli- 
cation des determinants demontre par presque tous ceux qui ont ecrit sur ce 
sujet, on obtient une formule de cette forme 


3 HA. 6, D, ....AreMlie. B, Y, 8, 
FAR A A Altea ER Ar Ale 
A", B', age D', Mei: a”, #, v", 0", iete: 























dans laquelle 
FF 
ABU" FL... 


A —= uvatWldtud”+...., 


| 


A 
B 
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% E = IA, Pey’i. eAs’he 
1 w, 





( la signification de l’equation (3.) etant @videmment que les termes des deux 
cöles du signe d’egalile, sont respectivement egaux.). 

Cela pos&, considerons un nombre m” de coöfficiens arbitraires, re- 
presentes par cette formule generale symbolique 

rsi.,.. 

ou il y a n leitres 7, s, etc.„ chacune desquelles peut recevoir les valeurs 
bu 2 rc 

Representons par 

ash. ri ash. ung 

tous les termes de cette suite qui ont «@ pour premiere leitre symbolique: 
de meme par r,at,...., rat.....,.... tous les termes qui ont « pour 
seconde lettre symbolique et ainsi du reste, les termes de ces diverses suites 
elant ranges dans un ordre quelconque. 

Imaginons une fonction # de ces coöfficiens qui soit ä la fois des formes 








(.4.) U nd H, ls, L, eo... ls, ' .0.. ., ls, l .ee.o.9,9, a oh I 
ee BU rn BE ie 
u= H,i{ „it, r | Eu u, | A „ 
' ‘ 4 Mi ; Y ') Aue 
| „2 [77 y) r,2t, ’ t - [23 p) 
w 











eic. dans lesquelles H, represente une fonction homogene de l’ordre p, qui 
en general est differente dans les differentes equations. Le nombre des diffe- 
renies formes est n. 

Une fonction quelconque u, qui salisfait aux &qualions (A.), sera 
nommee „„Hyperdeterminant.” Les fonctions qui satisfont a un certain nombre 
seulement de ces @quations seront nomme&es hyperdeterminantis incomplets. Mais 
considerons d’abord les hyperdeterminants compleis. — Soien! rst.... de 
nouveaux coöfliciens lies avec rst.... par des equaltions de celle forme 


rst.... = hlst...+M2st...Ht...+A,mst.... 


(ou leren A.... etc. est indice et non pas exposant); et soit # ce que 
devient en faisant la substitution de ces nouveaux coefficiens. Choisissant 


1 * 
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la premiere des formes (A.), faisant attention aux &quations generales (3.). 
et posant pour abreger 
Si ı 
L _—— I “ A» yo... 








on obtient tout de suite l’equation tres simple 


u LP’.u. 
* %* u 
Soient de meme rst.... de nouveaux coefficiens lies avec rst.... par des 
equations d’une forme pareille 
x * * * & 
rst.... = wlst...+m2st...+un,mel.... 


ei u ce que devient # en faisant cette substitution. On obtient comme aupa- 
ravani, mais en considerant la seconde des formes (A.) et posant 





EE l 2 
Mur |ui, Br in 
ı 2 
Bayı Mb iomin« 
cette &equation 
* * 
u= M’.u 


et de la 


x% 


u—= LM.u. 
En continuant toujours de cette maniere, on a apres n substitutions, une 
qualion parfaitement pareille 
(B.1) uw —= DLMrN....u. 
Considerons maintenant ceite fonclion 
222 (rst..22,Yy,24:....)3 
ou les & se rapportent successivement aux n lelires r, s, £, .... qui comme 


auparavant doivent s’etendre chacune depuis 1 jusqu’a »n. En regardant u 
comme un Derive de cette fonelion, j’eerirai 


en posant 
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Il est facile d’obtenir, 

BER. (WA. Ye.) EEIE(TSt... 2,Y,%....) == elc. 
et ainsi enfin 

EEB...(rst... 0,Y,%...) = ZEElrst...2,Y2)), 
de maniere que l’equation (B. 1.) peut aussi s’eerire sous cette aulre forme 
(B.2) OZEX(rst...2,y,2...)=WMN... OEEX(rst...,y.2,....) 


Remarquons encore cette formule qui s’obtient sans la meindre diffieulte 


(Ü), rel... = ZZ (Kuv,....fh:-..), 
ou les signes sommatoires se rapporlent aux lettres f, 9, A, .... qui doiven! 
s’etendre depuis I jusqu’a m. — Cette formule obtenue, il convient peut-elre 


de retenir l’equation (3. 1.) au lieu de (B.2.): la premiere etant jointe a (C.) 
est proprement l’&quation fondamentale des hyperdeterminants, la seconde ser! 
a faire voir la relation qu’ont ces fonclions avec la question des transforma- 
tions lineaires. 


Il est evident que dans les equations (D.), (C.) on peut, si l’on veut, 
omettre une combinaison quelconque des signes de variation (x) en omeltant 
en m&me temps les signes sommatoires, et les facteurs du produit AMN.... 
qui y correspondent. Dans le cas des determinants incomplets, pour lesquels 
quelques unes des @quations (A.) ne sont pas salisfaites, @/ faut faire l’omis- 
sion des signes de variation (*) etc. qui correspondent aux @quations non salis- 
faites, et l’on peut en omettre encore autant que l’on veut. Le me&me s’ap- 
plique au systeme d’equations, que je vais maintenant demontrer, savoir 








d 
> ER 
(D.) Z2....(ast.... ae —(0 .ou pu, 
d 
ZZ... (rat. gg) —0 ou pu, etc. ede. 


Selon que «+P ou @=P; les signes & se rapportent d’abord ä s, t,...... 
puis ar, #f,.... et ainsi de suite. Pour cela considerons la forme generale de u, 
savoir celle qui est donnee par la premiere des @qualions (A.). La fonclion est 
composee d’une suite de termes, chacun de la forme ÜPOR.... (p facteurs) 
et dans ceite expression on a par exemple 
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ii, 


P = lie li. dl Catan | 


I a a 


| 
ee... | 
| u 7 | 
” * [2 * [3 | 

{ 7 s, 4 ...% pP 8 E .0 ». * | 


) 








et de möme pour Q, R etc. .... Puis, pour le terme en question, 

S>S " d ) nun > 3 ( d ) :b on 

22. ler... u = COR.... ZE....(est.... 7, —)P+ etc. 

Mais Z2....(ast....- | ——) P, est precisement ce que devient P en 
TER 


ecrivant « au lieu de $, ce qui rend identiques deux lignes du determi- 
nant et par consequent fait evanouir le determinant. Le m&me a lieu pour 
les auires termes, done les equations (D.) sont demontrees pour le cas ge- 


I) PP, 


)u = COR.... P+CPR.... Q + etc. 





neral =. Si au contraire e—=f, on: 22..\:ta00.." 


d 
EUR. 


—p.CPOR-- etc. = pU. 
Le systeme (D.) est precisement celui aux differences partielles, dont 





ce qui donne Ex (est... 


il etait question dans l’introduction ä ce memoire. Il est facile de s’assurer 
qu’il remplace enlierement les equations (A.) de maniere que chaque fonction 
qui salisfait a ces @qualions, est des formes donnees par le systeme (4.). Et 
c’est au moyen de ces @quations (D.) quil faut chercher les hyperdeterminants. 

Un cas tres important de la theorie generale est celui de M. Boole, 
savoir celui dans lequel les coöfficiens rs/.... ont cette propriete rst.... — 
r's’l'.... chaque fois qe 7, s, t,.....etr',s,t,.... sont la meme com- 
binaison de nombres, et dans lequel les coöfficiens A, w, etc. sont respecli- 


*%s%* 


vement egaux. Dans ce cas on a aussi rst.... — sl... chaque fois que 
r,s, t,....etr,s,t,.... sont la möme combinaison de nombres. Voila 
pourquoi on peut distinguer ce cas comme „cas symmetrique.” Les formules 
(B.1.), (B.2.). (C.) deviennent 

a 


(B'. 1.) u urn, 


(B'. 2.) HE... mr.) 


-— DV ELE nr 








) 
ui L ERIEE 7 2 FErEn 


+ WTa]el2]P.... 
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ou il faut prendre pour r, s, £, .... seulement des combinaisons distincles 
de valeurs. «&, 9, .... expriment combien de fois le m&me nombre se pre- 
sente dans ces combinaisons 


(0) rt... = EEE... (Muh... fgh....), 


ou f, 9, A, .... doivent s’etendre comme auparavant depuis I jusqu’a am. 
Mais cette formule se reduit au cas oü differentes combinaisons des leltres 
r,s, £, .... deviennent identiques. 

Les equations (A.) se reduisent a une seule, mais celle-ci n’est plus 
suffisante, pour determiner les fonclions cherchees. Aussi, il ne peut pas y avoir 
d’hyperdeterminants incomplets. Les equations (D.) ne sont plus salisfaites. 
Ainsi le cas symmetrique, trait& a part est plus difficile que le cas general. 
mais les formules de celui-ci une fois etablies on passe tout de suite ä celles 
pour les hyperdeterminants symmetriques. Cependant il y a des hyperdeter- 
minants symmetriques qui n’ont pas d’hyperdeterminants generaux, qui leur 
soient analogues (voyez plus loin l’exemple III.), de maniere qu’il faut se livrer 
ä une investigalion separee pour completer la theorie du cas symmetrique; j’y 
reviendrai bientöt en suivant la route trace par M. Boole. A present, ne 
pouvant pas integrer en general les equations (D.), je vais passer en revue 
les. cas particuliers pour lesquels j’ai reussi a le faire: I. py—=1, n un nombre 
pair (pour n impair, il n’y a que des hyperdeterminants incomplets), II. p = 7. 
m—?, n un nombre pair, II. p=3, m=?, n=4. 

I. Ce cas est celui que j’ai examine dans la seconde partie d’un me- 
moire insere dans les „Cambridge Philosophical Transactions T. VII.” Con- 


siderons en effet un symbole de cette forme 


| 12... 78 a 


ii) € 
u zu zu zu 


Mer} 
employ&e pour designer la somme d’une suite de termes tels que 


0 +r.ie MIETEREER TE DETETEE «N Imre: 


OU Fin Pay anee Pm 2 Sa Say nur. Sm : etc. sont des permutations quelconques, 
les memes ou differentes, des nombres 1, 2, .... m. Le signe +, sera de- 
termine en prenant le signe (—) autant de fois que la suite 7,, 73, .... 7m CON- 
tient d’inversions, et de la mäme maniere se determinent les signes +, etc. 
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Cela pose on demontre que dans le cas de n impair, tous ces termes 
se detruisent entierement: que dans le cas de n pair, au contraire, il ya un 
certain nombre de termes, repetes (1.2....m) fois, que l’on oblient en prenant 
les nombres 7, "25 2... 7m OU Sj5 Say +... 8, ele. (n’imporie lesquels) dans 
un ordre delermine. Je marque d’un (-) la colonne, dont les nombres ne 


' 
4 
ET 0 
doivent pas &tre permutes, de maniere que {2%.... est la somme de 
mm 
tous les termes de la forme I,.... 185j....0 2822... 200. Les theoremes &enon- 
ces reviennent donc a 
Betr (n) } 
N 
‚;=0 (n impair). 
| inm 
. 
i T 
FE m 4 | 
bu; " | Wer OREERmg LE > 2... 
ee ) ee aaa —(1.2...m).{22 
| nm... / 
\mm.... INM.... 
' 
11 n \T 
22; 
- = (1.2. 0). (n pair) 
MN...» 


(dans le dernier terme le (7) est place en dehors, pour marquer qu’il peut etre 
place indifferemment au dessus d’une colonne quelconque). 


Il faut remarquer que les quantites 


! 


- 


1 T 

I1.... (n) .1....(M) 

AR san : 5 etc. 
anm..:.. MM... 


ne sont pas equivalentes dans le cas de r impair, et qu’ainsi dans ce cas on 
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ne peut pas avoir de notation telle que 


11.... (n) T 
PR 


ll est a peine necessaire d’observer que pour n—? la fonction 


1137 
22 


mm 


devient un determinant ordinaire, savoir celui que l’on peut autrement repre- 
senter par 

11. 12... 19 
> 5 Pie > 7 RER 








Ces nouvelles fonctions, en parliculier pour des n pair, ont beaucoup 
d’analogie avec les determinants; par exemple il y a un theoreme sur la mul- 
tiplication de deux fonctions, analogue a celui pour les determinants (que j’ai 
donne ä l’endroit cite) etc. Je dis de plus que pour un » pair, la fonction 


11.... (n)\T 
3 SHINE 
en 


est hyperdeterminant complet, et que pour un n impair, les fonctions 


+ + 
11.... (n) l1.... (n) 
Fi a ER a 
MM.:... MM ..:.- 


sont des hyperdeterminants incomplets (qui satisfont a toutes les equations (A.), 
une seule exceptee; la premiere forme ne satisfait pas a la premiere equation, 
et ainsi de suite). 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft. 2 
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Ce qu'il peut iei elre d’obscur, a cause d’une .notation inusitee, de- 
viendra clair en prenant quelques exemples particuliers. 


4. Soit n— N. En resumant tout ce qui a Ele suppose, on a ce theo- 
reme qui est je crois connu (au moins il est connu dans le cas symmetrique). 
„Si la fonetion 
U —= FF(rs....x,y,) [7, s depuis 1 jusqu’a m] 


se transforme en F&(rs....x,y,), au moyen des substitutions 


“1 u > 
— „at... ti. 


on a cette equation 
12, 398 _ |91 91 1 

| Il, wir .... _— An Aa, u... U,, Us, ....| Fl, 2, .o.» 
| 

| 


aM. * * 


Mr 


I 


| “2 2 2 2 
b) u... |4ıs 1}, .0e» U, ur» 

















dans laquelle aussi 

rs — Zr (4r,uz...fg) If, 9 depuis 1 jusqu’a m],” 
de maniere que le th&oreme peut s’enoncer ainsi: „Le determinant de l’ordre m, 
dont les termes ont cette forme generale &,>,(rs.X,,y,) [r, $ depuis 1 jus- 
qu’a m] se reduit au produit de trois determinants, le premier forme& des coöf- 
ficiens rs, le second des x, le troisieme des y.” 

C'est un cas parliculier d’une theoreme qui fait partie d’un memoire 
qui va paraitre dans le Journal de Cambridge, theoreme qui peut s’enoncer 
ainsi: „Le determinant de l’ordre A, forme de cette m&me maniere, est de 
la meme forme que chacun de ses termes, savoir I,2; RS.AX,.Y,, les coöf- 
ficiens RS &etant des determinants formes des coöfficiens rs; les variables X. 
des determinants form6s des variables &; et les variables Y,, des determinants 
formes des variables y. BR, 8 s’etendent depuis I jusqu’a «, si « represente 
le nombre de combinaisons de m lettres prises k et k ensemble (si k— m, 
e—1,.sik>m, la fonction se reduit a zero).” | 

Ce theoreme s’applique ä la theorie des maxima et minima, et ä celle 
des coordonnees spheriques; a son aide j’obtiens des formules tres symmetriques 
pour la transformation entre deux systemes obliques de ces coordonnees. 

Avant de quitter ce cas, @crivons encore ce qu’on obtient dans le cas 


symmetrique, et pour trois variables. 











Te m an net 
Ar Ark « 
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„si U=Ar--By’+C2°-+2Fyz-42G@xz--2Hxy, se transforme en 
AFLBPHERL2ENE HIST HIGH En 
au moyen de 


= as+parr 
y= «s+fßn+yS5 
2 any", 


on a cette formule connue 
ABC-AF— BE CH 26H — 
(dr aß" +" ya By" Ha" Bye" By ABC-AF’—-BG—-CH’+NFGH). 


B. Soit n—=3, posons pour plus de simplicile m —?, el prenons 


Ill = a, 112 = e, 
ut = 2 mL, 
ID = 6  I272 = 8, 
U = 4.222 u 


de maniere que la fonction a considerer est 
U — asys3tboysıtery%ı +da,y; 2, 
tes ya+fmyı a +g9my 29 +hr,y.2. 
Il n’y a pas d’hyperdeterminant complet (c’est-a-dire pour p—=1). et les 
hyperdeterminants incomplets sont 
ah—bgyg— cf-+de = u, 
ah— de—bg-+cf U; , 
ah—cf—de-+by = u;. 


Les equations pour la transformation sont 


Wi 2, 
Ka,+rkr,, 


I = 

n— Mptiz,, 
u uly,tu:y,; 
ya 2# my, ty: 
2 Be vız, + r?z,, 
22:5 viz, +riz,, 


et l’on obtient les formules 


„‚*%* 


 „81/ 24..8 Eu a 
u — (ulul — uur)(v,v, —v,vi)u, en changeant les y, z, 
7% 1 
un! Kual 1 72 172 u | 2 ,zi P 2 ‚ 
v=(kM—hA)um um) - - 0, Y. 


2* 
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On aurait pu poser 


u = ad—bce ou eh—ygf; 
u —= af—be ou ch—dg, 
u, = ag—ce ou bh—df, 


mais ce sont des determinants ordinaires. Les formes symboliques correspon- 


dantes sont 
: 11 j 1: 211 etc. 
122 222 


et celle remarque s’applique au cas general; dans la colonne non permulee, 
on peut rendre identiques autant de combinaisons des nombres que l’on veut; 
on a toujours un hyperdeterminant incomplet. (Si deux nombres sont iden- 
liques dans une colonne permutee, la fonction s’&vanouit.) 


ee. n=4 m=N. 


= 111, ...dm- 112, 
b= AM, . J= 23, 
c=1211, k= 111}, 
a == 2214, i = 29212. 
e—= 111, m 112, 
f=211, 2 N, 
g= 121, o—= 1, 
k= NA, pP RN. 
U=asyaz3wtbny23wt cm 3wt+ dny2w, 


-r er Yıylw + [aYı32w, +91 9Wı + ha,y.2,W, 
+ 0 Yız WW 4j Dr, Yız un + kay2ıw; + 10,12, 
+MENHWERDY Hm FOR YHW, + POY.22W. 
en prend cette forme assez simple 

u— ap—bo—en+dm—el{fk+gj—hi, 
de maniere que pour cette valeur de %, en ajoutant aux &quations de trans- 
formation du cas pr&ecedent les deux suivantes: 


* * 
JE i. 1 q2 
2, = 9, ww +oiw,, 
E * 
1 2 
‚vw 0%, 


L’hyperdeterminant complet 





w; 


on a la formule 


*rr* 


u— (hy hl) un) rar) 0379291). 














ER ES 
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Pour le cas symm6trique, on a 
U= or +4Bay+byary’+A4dıey ey‘, 
transforme’ en | 


| U' am ac*+4ßay' - 6y'a”y” +40’ y° ey 
au moyen de | 


e) 2 = .2-+ uy, 
= A 4 u y; 
et alors 
u— we—4ßd-+3Y, 
u — 4 +ZY”, 


u — (\W — Nu) u. 


| 


(On doit remarquer cette fonclion «ae —4ßd-+37°, qui joue un röle importan! 
dans la resolution des equations du quatrieme ordre; et qui est la m&äme sur laquelle 
je suis tomb& dans ma note sur’ l’elegante formule de M. Hesse (ÜUrelle Journ. 


tome XXIX p.54). Voyez plus loin Ex. III. pour l’autre fonction qui y parait.) 
Passons au second cas general. 
Il. p=2, n impair,:m =). 
On a cette expression pour un hyperdeterminant complet: 


+ + 
ut. ’ | 
122... PO 








+ + 
t11....(n) ), a1...) 
Ra: iA a22... 

c’est ä dire un determinant symmetrique du second ordre, dont les termes 
sont les hyperdeterminants incomplets, qui satisfont a toutes les &quations (A.) 
excepte la premiere. On peut placer la marque de non-permutation (+) au 
dessus d’une colonne quelconque, mais les differentes fonctions qu’on obtient 
ainsi ne sont pas toutes ind&pendantes. Dans l’exemple qui suit elles sont au 
contraire absolument les m&mes. Je supprime la demonstration de cette forme 
generale, qui ne pr&sente pas beaucoup de difficulte; il s’agit seulement de 
faire voir que la premiere des equations (.A.) est satisfaite, car les autres, 
etant satisfaites par chaque terme du determinant, sont satisfaites par le de- 
terminant me&me. 
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A. n=5,„ nolalion comme en I. (B.), 
u— aM AV Af’+de 
— 2ahbg— NTahcef—N2ahde— Nbgef—?Nbyde— !cfde 
+-4adfyg—+4bech, 


on a la formule 
*”x* 2 


u— (kN —HM(ul u — ul ut) (iv? — viv?)u 
(ce qui est le theoreme eite: Crelle Journ. tome XXIX p.54 oü j’en ai deduit 
une propriete singuliere de cette fonction). 

Ceci est, je crois, l’exemple le plus elegant qu’on puisse donner de 

la Iheorie. Remarquons que % peut s’ecrire sous les diverses formes 

u — (ah—bg— cf-+de)--4ad—be)(fg—eh), 

u (ah— bg— de-+cf)--4af—be)\(dg—ch), 

u (ah— ef —de-bg) + 4lag— ce)\(df— bh), 
lesquelles sont en effet ce qu’on deduit de expression generale de %, qui vient 
d’etre donnee; et on voit que ces formes sont telles qu’elles satisfont aux 
equations (A), qui deviennent pour ce cas particulier 


\a,b,c,d| 
nn H | a a, 
(era) 


| \ab,ef | 
i — BI ee f 
u " ( EINER % 


Fa ver 
 . a. ( b,d,fshl\)’ 


savoir la premiere forme satisfait aux &qualions (2.), (3.), la seconde forme 
aux equations (3.), (1.), la troisieme aux equations (1.), (2.). Ilest a peine 
necessaire de dire que les equations (D.) deviennent 


du du du du du du du du 
che nr um ER oe — —— — in a _—— 
4 Ta 57 € de rd 2u, Fr rat Ing ir; — u, 


1 








du du du du du du du du 

Dr nahe? er — Parka‘ ann er a N 
de bar Ta gr u Ta tITe tra w 

etc. elc. 


Observons aussi, ce que l’on sait par d’autres considerations, mais ce que j’ai 


verifie directement, que l’equation a0) est celle que l’on obtiendrait en elimi- 


ME 0 a dU dU 
nant les variables entre 7 =, ng a, 0) > rg re 


AU _ 0. Pour le cas symmetrique, 


dz, 


KXı 
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U= .ar-+3Ppay-+Iyaey’+by, 
u = —badßy— 3 +4PI-+-A4aty, 
u — (AwW— Au) -u. 
B. n=). 
U=azyz,w+ba,yı2,W, 


+ etc.(0,d,e,f, 9,h,2,j, k, l,m,n,0,p, A,B,C,D,E, F,G, H, I,J, K,L,M, N, 0, P) 


en posant 
a = 1lit, 
6 == 2151, 
etc. 


La fonction w doit ätre a la fois des formes 








1. u H,ja,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k, l,m,n, o, P\ 
I4,3,C,D, E,F,G,H, 1,J, K,L,M,N, 0,P! 
2. u=H,|a,db,c,d,e,f,9,1,4,B,C,D,E,F,6G, H 





i, 5, k,l,m,n, 0,9, 1,J,K,L,M,N,0,Pı 

3 u=B.|ja,b,c,d,:,j,k,1,4,B,0,D, I,J,K,L| 

le, f, 9; A,m,n,0,p,KE,F,G, H,M,N,0,P, 

Ia,d, e,f, 2,jJ,m,n, A,B,E, F, I, J,M,N | 

\c,d,g, h,k, 1,0,9,C,D,6,H,K,L,0,P. 

u—= NH, | d,c,e,9, 2, k,m,0, A,C,E,G, I, K,M,0 
|d,d, 5,5, 1, n,p, B,D, F,H,J,L,N,P. 

(ou H, n’esi pas cependant la me&me fonction dans les eing formules). La 

forme generale de ® donnee ci-dessus devient 





4. u= H, 





ot 


uU = 
4: (ap —bo—en—dm—ei+fk+gj—hi) AP-BO--CN+DM-EL+FK1GJ-HI) 
— (aP-5O-ceN+d4M—-eL+fK+g9J-kKI-H+j6C+KkF—-IE+HnD-nC-oB-+p 4) 


qui est evidemment des formes (2.), (3.), (4.), (5.) mais non pas evidemment 
de la forme (1.). On obtiendrait de la meme formule generale, mais en placan! 
le(-r) au dessus des autres colonnes, quatre autres valeurs deu — u,, u;, u,, u.. 
dont %, serait evidemmeni des formes (1.), (3.), (4.), (5.) mais non pas evi- 
demment de la forme (2.), et ainsi de suite. Toutes les valeurs %,, %,, %;. 
U, , U, sont diverses; quoique je crois qu’elles ne sont 'pas toutes independantes je 
n’ai pas pu encore m’en assurer. J’ai verifie a posteriori que w, &tait en elle! 
de la forme (1.), en reduisant la difference «u, —«, ä la somme d’une snite 














16 1. CGayley, memoire sur les hyperdeterminants. 


de termes dont chacun &tait le produit de deux determinants, ces determinants 
“tant compris dans la suite 
a, b,c,d,e,f,9, Ah,:,j, k, l,m,n,o,p | 
ı4,B,C,D,E,F,6G,H,I1,J,K,L,M,N,0,Pı 
II. p=3, m—=?2,n=4. Notation comme en I. (C.). 
u— A(AH3BLICHEP+H6E) 
—B(C+ D—-3E— 126-435), 
ou A, B sont des constantes arbitraires et A, DB, C, D, €, $,6,H des 


fonctions donnees par les &quations 
A= ep —Por— cn m —ePIPRP1$G]} — 1°, 
DB= — apho-+bo’ap-+cndm — men +el’fk— dl Fr —gFhr--gjhi 
— d’p®en-+-b’o’dm + e’n’ap — d’m’bo+e lg — Ri — gyyel+Wrfk 
— ap el+bofk -+en’gj — d’m’hi+ elPap— fPR’bo— g’jen-+ h’r'dın 
— ep hi-+borgj + cn’ fk — d’m? el+ el’dm— f*k’en— g’j bo- Kap, 
Co apdm -Woen— dnrbo+dmap— el hifRgy+fkys —hrvel 
+ ad pfk —Worel— *n’hi-+d’m’gj — ePbo-f’Rap-+ gjdm— hen 
ap -Vorhi— enrel+d’m’fk— elcn-+f’Kdm-+ g’jap— h’rbo, 
D — apboen—apbodn—apendm-Hboendm—elfkgj + elfkhi --elgjhi—higjfk 
+ apboel —apbofk —endmgj +dmenhi —elfkap--elfkbo-+ gjhien — higjdın 
— «pbogj +apboht -- endmel — dınenkf--elfken— elfkdm— gjhiap -- higjbo 
ı apenel —bodnfk— cnapgj + dmbohi—elgjap + fkhibo - gjelen —hifkdn 
— apenfk -- bodmel+cnaphi — dmboel-- elgjbo — fkhiap— gjeldm-+ hifken 
— apdmel 4- boenkf + cmbogj —dmaphi + eliap— fkgjbo— gjfken --hidmel, 
& — apdmfk— bocnel — bocnhi -- dmapgj—elhibo -- fkapgj + gjfkdm —hielen, 
£ — a’phjo — b’goip — nflm + d’emkn — e’dikn -- ffekml + g’bjpi — h’aijo 
— iphbg 4 j’ogah-+ K’nfde — Ümecf + m’ldef — n’ckde — o’bjah + p’aibg 
- aphkn—b’golm— Enfip + d’mejo — edljo + f"ckip + g’yjml — haink 
— Üphef 4+j ogde-+k’nfah — Ü"mebg + m?ldbg — n’ckah — o’bjde + p’aicf 
+ a’phlm —b’gokn— c’nfjo + d’emip — eldip + f” ckjo + g’bjnk — haiml 
— öphde + j’ gocf + k’nfbg — l" meah + m’dlah — n’ckbg — o’bjef + p’aide 
+ a’pdno—b’empo— e’bpmn--d’aomn—ehjkl-- Fgilk-- G’flij— hekji 
— lfgh-+ jkegh4+k’jhef—ligfe -+m’pbed — h’aocd —o’ndab +p’ınbea 
+ a pIng —b’hkmo— d’ejpn + d’fiom— ecpjl + f’doik + g’anlj — h’bmki 
— Fodfh + jpceg + k’mhbf— U nage -+m’khbd— n’Igae — o’ifbd + p’jeca 
- @plfo —Vekpo—c*hjmn + d’gimn— e' bpkl + f*aolk -+ g’dnij— h’emji 
— öndgh + j’mheg-+ k’pbef — l"oafe + m’jhed — n’iged — o’lfab +p’keba, 
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5 — upbgkn—boalhn— endiep --dmcj fo— elfocj-+fkpied -+-gjhınla — hignbk 
—ihjocf + gjtdep -— kflamh—lekbng--mdnbkg—ncımhal— obpied -‚- paofje 
+ apbglm—boahkn— endejo--dmeftp— elefip+fkedoj -- gjhakn— hibyml 
— 2hjode -- gjipef-+ kfImbg—leknah--mdknah —nemibg— obpief -- paojde 
- apeflg — bojehk— enjehk --dinelgf— elnpbe -- fkadno-|-yjadno — hipınch 
— thadno -|-gjbmep--kfebpm— eladno--mdjehk— ncilfy — obilfg + pahejk 
-- apefim— bodkne— cnahjo --dinbgip— elbgip + fkahjo -- gjednk — hicfml 
—ihknde-+-mdahjo + kfipbg — bocfinl-- gjefinl — ncpigb — leahjo -- paknde 
+ apidng— bojemh — enbkpe- dmaflo —elmhje — fkidng + gjaflo — ihbkpe 
— thaflo + gjbkpe -—- fkejhm— elidng--ındbkpe— enaflo —boidny -- pahmej 
-- opidfo — bojeep— enbkhin--dınalng— elnnbk— fkalng-- gjidfo — ihpec) 
— ?halng -+- gjkbmh-—- fkejpe — elidfo -- mdjcep — neidfo—obalng--pahmbk, 


H — ahon! — b’pgmk — c’pfmj + d’onie — e’dpkj -+—- ftlco + g’bIn: — h’amkj 
— U pdfy + j’oech --k’nbeh — Ümafg + m’bleh—n’kadg— 0° jadf - pibec. 


Pour expliquer la maniere d’obtenir cette expression, observons d’abord que 
tous les termes de % se forment du type: 


111 
111 


1014 
2999 


n 


rn In 
Io 
rn rn 


2272: 
222: 


En permutant d’une maniere quelconque les nombres dans les colonnes verti- 
cales, et prenant ensuite le produit des co6fficiens representes par les lignes 
horizontales (par exemple, en prenant la combinaison qui vient d’ötre £crite. 
on a le terme 111, I1l, 111, 222, 222, 222 savoir a’p”). D’un terme quel- 
conque on obtient un certain groupe de termes, en echangeant entre eux dans 
une colonne ou dans plusieurs colonnes tous les, “l’ et les ‘2?’ et en transposant 
ensuite d’une maniere quelconque les colonnes entieres. Prenant un terme non 
compris dans ce groupe, on obtient un auire groupe, et ainsi de suite, jusqu’ä 
ce que tous les termes soient obtenus (il faut aussi changer le signe chaque 
fois qu’on echange entre eux les “I’ et les “2?” dans une > colonne). De cette 
maniere on forme. les huit fonctions A, DB, CE, PD, €, $, ©, 5. Mais pour 
les coöfficiens, j’ai ete force de me servir d’une subsütation actuelle dans une 
des equations (D.). 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft. 3 
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On a ensuite vn ordinaire 


“rr% 


u — (UM, — MM) (u u) — u) ut) (vi —vivE) (pro! — ol or) 
Si en parliculier A=1, AR on a 
U—AHID-ICHHN GE 
—= (ap—bo—en+dm—el--fk +gj— hi), ce que nous poserons —= IT". 
Si A=1, B=9, ona 
-3B—6C—3D-+33E+98— 156— 27H), ce que nous poserons — HU, 
ou BU = () est ce que l’on obliendrait en €liminant les variables entre les 








u=; 

















dU dU dU dU dU dU 

“(u - = —_— n I Zi z= (), 

equations or 0, Zu 0, 2 0, de. ’== 0, = 0 
U IU . . . [mE . . 

Si ==(, I —=(). En eflet on sait que le resultat de cette Elimination est 
a 2 


une &quation de la forme © —=0, en determinant convenablement la constante 


arbitraire, ce que jiai fait pour le cas symmetrique, pour lequel j’ai trouve 
B 


u 
A — 


On a ainsi en general 
u—= al’ +POU, 
et de la 
alP- 1B00 — — M(«IT-+POU), 
en representant par M le facteur qui multiplie le second cöte de l’equalion: 
cela donne les deux formules 


*rt+ 


— MIT, OU = M.OU, 


dont la premiere a el& trouvee auparavant: en eliminant M, 





ÖÜ OU 
*r%% Bas; 3 ’ 
TE . 


equation remarquable, en ce qu’elle ne contient que les coefficiens des deux 


“RK 


foncetions U et U; c’est une &quation de condition entre ces quantites, pour 
que les deux fonclions puissent se transformer l’une dans l’autre par les sub- 


stitutions Iineaires. Pour l& cas symmetrique 
U — aa! 14Pay -iyary?44dsy’teyt, 
= — Be 4ßd4 - 34? comme gr 
U — rar R ENTE BI — SEP — VRrH— 17 RE 
A 454er 5tahyeE — Hay —54Pye 


re 0° 1 Sl ayte-- IOS aßyd°+ IOxPyde _ IV aßy*de. 
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Or en prenant pour OU cette forme moins: reduite 

IP —Y(C+D-3E— F+26+439). 
on reeconnait que HH C+-D—3E- F--26+3H) est un quarre parfait, de 
maniere que 

oU — IP— YT 
ou 
0, 2, Y 
T = (ays— ad’ — Pr — y’--N2Pyd) = 1ß,y,0 
0, y,8 








de maniere que l’on a 

T —= (wW—Wu).T, 
c’est-d-dire pour le cas symmetrique, il y a une fonction 7 qui jouit de la 
propriele characteristique des hyperdeterminants, mais qui n’a pas d’analogue 
dans le cas general. C’est une remarque importante que je dois a M. Boole 
et qui fait une difference essentielle entre les deux theories. La liaison des 
constantes de U et U’, necessaire pour que ces fonclions puissent se reduire 
l’une a l’autre, s’exprime dans la forme tres simple 

II’ II | 


‚Te Yu Ta 





11. 


En continuant mes recherches sur ce sujet, je suis parvenu A une nou- 
velle maniere d’envisager le probleme, qui en m&me temps qu’elle est beaucoup 
plus generale, a l’avanlage de s’appliquer directement au seul cas que l’on peut 
esperer de developper, celui des fonctions a deux variables. On peut en elle! 
se proposer la question: „‚Trouver toutes les derivees d’un nombre quelconque 
de fonctions, qui aient la proprieti& de ne pas changer de forme, en faisan! 
subir aux variables des transformations lin&aires quelconques.” J’entends par 
„Derivee” une fonclion qui se derive d’une maniere quelconque des fonctions 
donnees, et j’appelle derivee hyperdeterminante, ou simplement hyperdeterminant. 
les derivees douees de la propriete qui vient,d’eire enoncee, Or, ces derivees 
s’expriment tres facilement d’une maniere explicite, en se servant de la methode 
connue de la separalion des symboles. On .obtient ainsi l’expression la plus 


generale d’un hyperdeierminant quelconque. Il reste cependant une question 
3 “ 
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a en 


a resoudre, laquelle a ce qu'il parait presente les plus grandes diffieultes, celle 
de determiner les derivees zndependantes et la liaison entre celles-ci et les 
aulres. Je n’ai reussi qu’a traiter un cas tres particulier qui fait voir cepen- 
dant de quelle maniere on devrait aborder le probleme general. 





Imaginons p suites chacune d’un nombre m de variables 
Iıs Yın Yon: I. BY bc 2,3 Ypa +... elc. 
(le nombre p au moins aussi grand que m). 
De mäme » suites, chacune d’un nombre »n de variables 
2. Yır re X, yı, Er Terra E, Ya; ..... @lC. 
(le nombre p au moins aussi grand que m ) et ainsi de suite. Soient de plus. 
des variables analogues x, y etc. lies avec celles- ci par les &quations 


zer PU... 


y 


| 


Fi vu, NY 
„c-+-u) ” oo... 
keH+uy-rt.... 


R apN\ . | AN "x 
I ZT "ru y Be .... 


. . . ” 


| 


\ 


ou par x, y, .... on peut entendre 2,, Yız.... OU 23, Yay.... OU Du, Ypy+... — 
par X, y,.... on peut entendre &,, Yı, .... OU 22, Yay +... OU LE, Yyyı... elc. 


“\ 


Les coöfficiens A, u, ...., A, WW, 2... elle; A, W,...., 2, WW, .... etc. restent 
les m&mes dans tous ces systemes. Soit en general 


s=0,. N. =0,, 
c’est-a- dire 


'. 
> 


u Ze 

Terz ET s1. = 0x9 . . x . 
(en se servant de ©, etc. pour les symboles de differentiation relative a .r ete.). 
On a evidemment, 


. nn 


= mn te Cu} 

S m AS + b N + ... 0.» 
. u “ Fr 

N — bs u. Ai 7 ie von . 


* Eu [3 . . » 


\ 


avec des equations semblables pour 8‘, 77, ....  Eerivons 
1421) en &. E, .eoeo.» 5, b) 142°] — IR 5, u...» &: 


Nıy Mo re « Mp M9 My N 


— 
= 
. 
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c’est-ä-dire ||42|| designe la suite des Determinants formes en choisissant »n 
colonnes verticales 'queleonques pour en composer un determinant, ei ainsi 
pour ||| etc. Soient encore 


E =. Yu, ....%, E: =: |, , 























On a par les proprietes connues des determinants 

12 ea, = E 
c’est-ä-dire les termes d’un cöte de l’equation sont respectivement egaux 
a ceux de l’autre cöte. Donc en DZ 

D= FAN, > 
c'est-ä-dire U) une fonction rationelle et pilaegjönen homogene de l’ordre f 
pour les quantites de la suite || 42||, homogene de l’ordre f pour les quantites 
de la suite ||42'|| ete., on obtient tout de suite 
D—= Ef.EY....O. 

Soit enfin U une fonction quelconque des variables x, y, .... qui se trans- 





22’ - ete., 


forme en Ü, fonction des variables 2, y, ..... En Abt D, Da UT, 
DU = Ef.EY....DU. 
Donc la fonction 
OU 
est ce que nous avons nomme Derivee hyperdeterminante. On peut dire que 


l’expression DO est symbole de derivation hyperdeterminante, ou symbole hyper- 
determinant. 


Representons par’ A, B,.... les differentes quantites de la suite |42||, par 
4’, B’ celles de la suite ||(2'jl/ete. On peut reduire Ü a un seul terme et 6crire 





i q tm OD 4BP....4=BV.... 
Nous supposerons aussi que U se reduit au produit 
0.$.... 
ou 0, &elc..... sont des fonctions des variables de l’une des suites 7, y, -:- 


de l’une des suites =, y, .... etc. Par exemple © est de la forme 

F (x1;Y1; a Ari FF. % 
et ainsi pour les autres. Les fonctions ©, & etc. peuvent @tre les memes 
ou differentes. On peut enfin apres les differentiations supposer qu’un nombre 
quelconque des suites &, y, ....’ou des suites =’, y', .... deviennent iden- 
liques; nous Supposerons ordinairement que les fonclions © ele. oü entrent ces 
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suiles idenliques, soient des fonclions semblables, ‘de’ 'maniere qu’en faisant 
identiques les variables elles deviennent absolument les; ım&mes. L’expression 
generale d’un hyperdeterminant est done 
DU ABR..%. 4“ BY ,...Ob.\. 

en faisant egales, apres les differentiations, un nombre ‚quelconques des suiles. 
Par exemple, si toutes les suiles ©, y, .... et toutes les suites &, y', .... etc. 
deviennent identiques, cel hyperdeterminant se rapporte ‚a la seule fonetion 
O—F(r2,y,....%,yY;....). Dans tout autre: cas, elle se rapporte non plus 
a une seule fonclion, mais a plusieurs. 


Voila la theorie generale J’ai tache de l’expliquer-avee la plus gronde 
generalite possible, mais il faut avouer qu’elle aurait et& plus facile a comprendre, 
si je m’clais borne a un cas particulier; cependant en 'appliquant les raisonne- 
mens des le commencement a un tel.cas, on verra qu'iln’y ‚a rien de röel- 
Iement difficile la dedans. Passons & present a quelques developpements. ‚Pour 
cela. je neglige enlierement les suites ©, Y,.... et je suppose que le nombre m 
des variables dans chaque suite &, y, ..... se reduil a. denx; ‚de maniere ‚que 
je considere seulement les fonetions a deux variables &,.y,.: Les fonctions 








0, P,.... se reduisent a des fonctions F,, V:,.... V,, des variables x, yı. :--- 
OU Las Yay «rs. OU 2,, %,. En eEcrivant aussi 
Sm HN — 1? etc. .... 
les symboles 4, B, .... se, reduisent ä 12% 13 etc, 2»-». On.a done pour 
les fonctions a deux varinbes, cette formule, encore assez ‚generale 
IV RR... Wenns 


Les fonclions F,, Fr. Eu, V., +... peuvent. &lre !les::m&mes ou. differentes: 
mais nous supposons qu’elles sont les memes chaque fois que nous faisens egales 
les variables correspondantes. On marquera cette egalilö en Ecrivant par exemple 
UFV'VEV, 
qui represente ce que devient 
OV,V,;YW,V,;. 


en supposant apres; les; differentiations 


U. Yı = .43,Y3 = .Iıyyı =T,Y, 
” s | 
Hu Yy = 47,) 
elc. 


Ib est facile de trouver le lerme general,de DU, Pour cela  mettons pour 
abreger 
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e+ß-+Yy...=fı: 
m ıa--y wi Er 
P+Hß-r. ef; 
elc. 








Na (Jet BEER. 
£ J ’ Ir], [s ]’ [?]‘ [s]” Tal ie Tal Laüetg 


e 
NET V E Mr on (er. 


Le terme general devient 


fi DJ ’ ” f, ’ ’ ’ 
rtsttae m arts Alan ‚Pt Hr eu 
NV; V; En 5 
our, h,.... 8, d,.... dd, .... s’etendent depuis 0 jusqu’a @, P, 7; 
D3 %3 +++: 75»... respeclivement. Hl serait facile de changer la forme de 


ce terme general, de la möme maniere dont nous ferons cela un peu plus 
loin, pour le cas particulier OV,.V,.V;. 


On voit dela en supposant que plusieurs des fonctions deviennent iden- 
liques et que pour ces fonctions idenliques quelques unes des lettres f soienl 
les m&mes, que la derivee U se rapporie a un cerlain nombre de fonctions 
V,, V,,.... les mömes ou differentes de 2, y:w,y',.... et de plus que 
cette derivee est homogene des degres 6,, 0, .... par rapport aux coöfficiens 
differentiels de V, des ordres fi, fi, ..-.. (donc homogene du degre 9, --0° +... 
par rapport a tous ces coöfficiens ensemble), homogene des degres 6,, 6, ... 
par rapport aux co6fficiens differentiels de V, des ordres f, fi. .. .. respecli- 
vement (done du degre 6,-- 6,--.... par rapport a tous ces co@lficiens en- 
semble), et ainsi de suite. Le degre par rapport a toutes les fonclions ensemble 
est + 9-4 ....,46;-- etc. —=p. Ordinairement nous ne considerons qu’une 
seule fonction, et nous supposerons que DU ne contient que les coöffieiens 
de l’ordre. La derivee en ce cas est „du degre p et de l’ordre f.” Il con- 
vient de classer les derivees par les degres, plutöt que par les ordres. 


Prenons le cas le plus simple; celui des derivees du second degre 


v 


En ecrivant V, W au lieu de F,, V; cela donne 


OVW —= ı? VW 


(ou Sı, 7, S’appliquent a V, et &, m a W). Nous allons dans la suite re- 
presenter cela. par, la notation ‚constante 


17. VW —=BV, W). 
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On a donc. en supposant 
na 2; nü—lr „3 
O,V = V. mt a0 15 1 


B.V, W) nn V’' A el V’ 2 Ai Be + (—)". v‘y r| 


ou en particulier pour les deux cas de « impair et « pair, 


B.W,V)—=0, 





Br, I) = ei ye m... 
conlinue jusqu’au terme qui contient V’'* V’'“. 

Gonsiderons en Fur les |. 4i(az® + 2bxcy-—cy”). 
(aa 4ba’ry-—-bery’-F4dey’+ey*), .... En faisan! successivemen! 
a we), 4, .... on oblient les derivees nn 

ac—b’ 


ag—bbf- H -15ce— 104 

ar — Ssbh-+-NSeg— Sbdf + 35e 
qui ont toutes la propriete de rester les m&mes, a un facteur pres qui est une 
puissance de A — Au, en transformant les variables au moyen de e=4,.x2-- uy, 


- 


3 '.w--u'y. Par exemple si ces equations donnent 
aa +2bzy-+cey — uart2brey-+tcy 
on a 
ac—D — bw —AuW).(ac—), 


el ainsi par les autres. C’est la propriete generale, que nous rappelons a la 
memoire, pour ces derivees conslantes. 
On peut transformer les derivees au moyen de l’equation identique 
B.(V,W) = 12° B,(V, W) 
en remarquant la formule generale 
I EBBLV, W) = Bir". V,®7’W) 

Soit par NER k—=1, on obtient ces nouvelles formes des derivees conslantes 

ac—b 

(ae— bd)—3(bd— ce) 

(ag—bf\—5(bf — ce)--10(ce— d’) 

(at — bh) — i(bh— cg)+Nileg— df)—35(df— e 


* ® . . [ 
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dont la loi est evidente. Cela fait voir que ces fonclions peuvent s’exprimer 
lineairement au moyen des suites des determinants 


"a,b! 'a,b,c| 
Iö,el’ Id,0,d| 


On deduit facilement de ces formes, les deriveces 3 relatives a deux fonclions. 


eic. 


Par exemple, pour des fonclions du sixieme ordre, cette derivee est 
ag +ag—6(bf--Wf)-- 15(cd +de)— Wdd' 
qui a une relation @vidente & 
ag—bbf--15ce— 10d. 


Cette remarque s’etend aux derivees de tous les degres. 





Il est facile de verifier le theoreme suivant; mais cela doit se ratlacher 
a quelque theorie generale que j’ignore: 

Soient U, V des fonctions du second ordre et W —=AU-+ uV: l’equation 

B;|B.,(W, W),B,(W, W)| — 0 

(ou Foperation DB, se rapporte aux variables A, «) sera la m&me que l’on 
obtiendrait en eliminant ©, y entre les equations U=0, V—(. 

En eflfet cette &qualion se reduit a 

4ac—b)\(a € — b") — (ac --ac— 2b) — 0 

qui est une des formes sous lesquelles peut s’ecrire l’equation obtenue en 


eliminant z, y entre deux equalions quadraliques. C'est un remarque que je 
dois a M. Boole. 


Passons au troisieme degre, et considerons en partliculier, les derivees 
7 a0 aa ea“ ar 7 7 
DUVW= 23 31 1? UVW=C,(T, V, W)). 


En meitant pour abreger 





p —. [Ir] 


on obtient le terme general 


CU, V,W) = Zi -)"" 44,4, 0" mn, 
ou r, s, £ s’etendent depuis O jusqu’a «. En changeant les suffixes r, s on 
obtient cette formule plus commode 

CU, V,W) = ZILK UV WISE) 4, Ar. Al) 
dans laquelle £ s’etend depuis O jusqu’a @; o, 0, 3a —g— 0 doivent elre 
positifs et non pas plus grands que ?e. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft. 4 


al’ "ar ar Yv,? 
A l Ü 6 l 
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En partieulier pour & impair et « pair on a 
CG(U,U,U) =/0 
CU, U, U) Zune GET — \gr0 ! Dh 27°” ger 0 =Z[(—)'4,_,A u cn, 


en ometlant les valeurs de og, o pour lesquelles 0 > o ou 0 > 3a —g0—09, 


et ayant soin de diviser par 2, les termes pour lesquels eg = o ou 
== 3@a—0—0, el par 6 celui pour lequel ces deux dqualions existent 
la fois (c’est-a-dire 0 = 0 =e). 


En parlieulier pour les fonctlions du quatrieme ou du huilieme ordre, 
on obtient les derivees constantes 
ace— ad’ — eb’ — € +Nbde 
aeı— 4ıbd — 4ufk-+-3ag-+3icd--12beh—Schd—Sbgf—?2ceg 
+ 24ef? + 24d’9g— 36def--15e' 
etc. dont la premiere est un determinant simple. Ainsi nous sommes retombes 
sur les deux fonelions ae—4bd+3.c, ace—ad’—eb’— ce -+N2bde qui 
se trouvent dans mon „Note sur quelques formules etc.” et dans les formes 
que M. Kisenstern a donnees pour la solution des &quations des premiers 
qualre degres. 
Soit U une fonction de l’ordre 4«: on peut exprimer la derivee €, 
au moyen des derivees B. 
En elfet considerons cette fonction 
B,.[U, B..(V, W)) 
en se souvenant de la signiflicalion u Ba cela pourra s’ecrire sous la forme 
16°.23°.UV W, 
ou les symboles 5,, 7, se rapportent aux deux systemes 27, Y2:%,);3. On 
voit facilement qu’il faut Ecrire 


E _——y4 5. ,=n+n ou 10 = RE —— 1? — 31. 


fl 





Dela cette transformation 
rer ep a YO Sn c>26 
(1? — 31)" 23" UVW 
dont tous les termes s’evanouissent excepte 


[te ° pre ge ze VW. 
[2«]% 














Done en ecrivant 


Be _ tel u 


4a@—1 





,‚ona 


1.3.. 
Pe] 2.4.. wr 
B.[U,B,.(V,W)] = KC,U,V,W), 
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ou en particulier 
B.[U, B.(U,U)] = KC,U,U,U),. 
Par exemple, aux facteurs numeriques pres, on a 
(ax? +2bey-cy’)(cx”+2dey-+- ey’) — (bx’ --Ncry--dy’) — 
(ac—b?) x* + X ad—be) #’y-- (ae +2bd— Ic‘) z’y’+2(be—cd) wy’--(ce—d')y‘ 
et puis 
c(ac—b’) — 4d.4(ad—be) +be.t(ae+2bd—3c‘) —4b.2(be—cd)-a(ce—d’) 
— 3(ace— ad’ — be — ce’ --Ibcd). 


On a aussi cette expression singuliere 








4a d 4a—1 d $' 4 d a; 7 
B..(V,W) = K(x ee ya +3 7a): En(0, v,W). 
dans laquelle 
— 1 mtua [4 a]! Br; 4a R 
U = gap (Wa TER ad, ..- Ay. Y ) etc. 
Si les fonctions deviennent identiques, il faut cependant ecrire 
d d u a 
T Fi un ma mia. E20 _ 4 T 
B.(U,Uy = 4K(a Sy +4") ul, U, U), 


il est facile d’en voir la raison. Nous reviendrons plus loin sur ces formules. 


On transforme les fonctions C, de la m&äme maniere comme nous avons 
transforme les B. En effet 
C.U,Vv,W) — 331 .C(U,V,W) 
Soit en particulier k=1, ona 
C(U,V,W) = | U”, U", U” |, U” pour ©" ete., 
v", v", y’’ 
w’',Ww’',W“ 








mais en general 


& af. & 12.6; & 4 C(U, V, W') ou e+0 = Ju + o' sense _ = Ya da ?) 
2a-2 20—2 202 


a 
$) +1 +2 ‚oe ‚oO 
— (0 (U*,V’,Wh)=| U°*, U", 0°” |, U’ pour U°’° etc. 
j y’° vr | VA 
> b) 
w’,w, ww" 
’ B) 








et dela on deduit 

C.U,V,W)= zz -JH Ur, 9, Wr —)4ArAo) 
U’ er V’ . Ww° 3a-o-o-1 

u>t*, Bit, ww” 











4 * 











28 1. Cayley, memoire sur les hyperdeterminants. 


[e—1l', 
tr 


doivent ötre des nombres positifs non pas plus grands que ?« —?. 


ou A, —=-———; t s’etend depuis O jusqu’a @—1; 0, 0—1, 3a— 0 —0—) 


En particulier 
ee \2-+0 7,0 1T,0—1l rr,3a-g-0-?| 
U,U,U)=6zE2(-N|U*, DU | 
az U’’, U’ 3a- 0-0- n 
rer | 
’ 


J 


7 


Ci nd z[(—)' 4, 4, -1 Auer] 


@\ 





en donnant ä o, 0 seulement les valeurs qui satisfont aux conditions oe <0—1. 
o—1<3a—p —0—). 
En particulier, la derivee constante pour le huitieme ordre wer —.... 
I5e’ peut s’eerire sous celle forme 


|a,d,g — 3la, e,f|—3]|d,c, 9g|+6|d,d, fI— 15|c,d,e 
d,e,h b,5,9 'c,d,h 6,e,g d,e,f 
hi e 16,9, h d,e,i d,f, h e,f,y 























ou Fon voit que celte derivee est une fonction lineaire des determinanls 
a, b, C, d, e, I: 9 
PL FE 7 Pr 
cz d, e, [; I; h, . 


ce qui est vrai pour toutes les derivees du troisieme degre. 














En omettant pour le moment la theorie des derivees de la forme 
DUVW — 1353 UVW 
nous allons passer maintenant aux derivees du qualrieme degre, en conside- 
rant les formes dans lesquelles tous les coö@fficiens differentiels sont du meme 
ordre. Il est facile de voir que l’on peut &Ecrire 
DUVWX = (12.34) (13.22) (14.233) UVWX 
—= D,,,(U,V,W,X) ou D,s,; 


En mettant pour abreger 


12.34 = A, 13.4 


“ 


u 14.3 € 
on aura 

D.;,, = Aa Po.UVWXN. 
Supposons U=-V—=W=—Ä, et considerons les derivees qui correspondent ä 
une meme valeur f de «-+P--y. Il s’agit de trouver combien de ces derivees 
sont independantes, et d’exprimer les autres au moyen de celles-ci. Puisque 
les fonctions sont egales apres les differentiations, on peut avant la differen- 














LW 
.— 
— 
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tiation, echanger d’une maniere quelconque les nombres symboliques 1, 2, 3, 4. 
Cela donne 
D. 5: ag D,, Y,@ ao D 


Puis on a identiquement 


ar (-YD, ee (—YD, 5. Fo. (—)/D,; a,y° 


A-B+E = 0; 
multipliant cela par A°D°«C‘, et l’appliquant au produit U, V, W, X, on obtien! 
Do+uve -- D.3+1,.+ D,.», oe = UV, 
ce qui donne en meltant «+5--c—= f— 1, une suite d’equations entre les 
derivees D, s,, pour lesquelles @-+-A-+y==f. En reduisant celles-ci par les 
conditions qui viennent d’eire trouvees, supposons que O(f) represente le 
nombre de manieres de diviser un entier f en trois parlies, zero y compris. 
et en ne tenant compte des permutaltions de ces parties, on aura un nombre 
Of de derivees D, ,, et un nombre O(f—1) d’equalions lineaires entre ces 
memes derivces. Il faut done qu’il reste un nombre Of — O(f— 1) de derivees 
independantes; seulement pour f un nombre pair, on comprend dans ce nombre 
la fonclion D;.., c'est a dire 17.32 UVWX qui se reduit evidemment ä 
1 UV.3EWX oüä B«U,V).B,(W, X), c’est ä dire au carr& de B,(U, U). 
Il faut done diminuer de l’unite, ce nombre OF— O(f— 1), quand f est pair. 
Soit E,; l’entier le plus grand que contient la fraclion 7 on demontre que 
le nombre cherche est egal ä 
EI, a miB, 
selon que f est pair ou impair. En donnant a f les six formes 
69, 6yrl, 692%, 6943, 6944 69455 
on obtient les nombres correspondants de derivees independantes du quatrieme 
degre 
9» 9 9 Ih 9 grl. 
ll y a par exemple une seule derivee pour les ordres 3, 5, 6, 7, S, 10, deux 


pour les ordres 9, 11, 12, 13, 14, 16 etc. 

On peut prendre pour derivees indöpendantes, pour f pair, les termes 
de la suite Dy_3, 3,05 Dy-6,6,0, -... et pour f impair celles de la suite D,_,,.. 
D,;_.0, Dyno; --.. En continuant ces deux suites jusqu’au dernier terme 
pour lequel la premiere suffixe est plus grande que la seconde, ou que les deux 
suffixes sont egales, on a en toul cas, le nombre necessaire des termes. Par 
exemple pour f=%9, on prend pour derivees independantes les deux fonetions 


D, 0,» Ds;u, et l’on forme les &quations 











30 


1. 


Din 7 Deu 4+- Din 


Dan + Do + Di 
Du + Dow + Dia 
D-1 + Dos + Dau 
Dino + Div + Das 


0, 
0, 
0, 
0, 
0, 


— 


| 


—— 
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D.:: + Da > D., =='0, 
Di + D;. + D,;. == 
D,;;. -- Di .. D. = 0 } 
D;. E 2 D;; + D,; un 0, 
D. + D;. + Du = 0. 


lesquelles se r&eduisent apres au moyen des formules 


DPase — 


a Don ==), 


Di Fin 


u; Dun s 


eic. 


Nous donnerons toute a l’'heure la solution de ces @qualions, mais en com- 
mengant avec le second ordre, et allant successivement au neuvieme, on forme 
facilement la table que voici: 


D;« 
Du 


30 


D 
D 
D 


D. 
D; 


D:,: 


34 
109 


11l 


—(, 


 , D;n = 
— —ıB;; Di 
D;, an 
0. Du= 
D.; “Tr 
= U; 
Du = 
3 Do = 
— —I B;. Da = 
ı Bi. Mar 
sa U; D;, 
D;: ER 
D. Be 
RE 7 
Duo= - BD. 
Da = Dat: 
Di 3 Din + 3 B;; 
Du: 
D,;: un Tape ; 3 Du— rzBs, 
Da a 1 $Du— BoBs, 
Da = 15 Din + soBh, 
D2= 1 Du+t135Bs 
D,. = Du — ss; 


— Du; 
0, 
0; 
B;; 
—ıB;; 
—3Dy+4B 
3Duo+4Bi, 
—i D;,— [ 3.6, 
3 D.-+1 ji 65 
Don an 
Dau; 
D. un 
D,. uam 
Do u 
Da: nass 
D;.; 
Da, 
Da: 
Di 


= 
ww 
» 


INA N 


D. 
D;, 





Do =d. 
Di: 
Du = — Daun, 
Du y Ö, 
Do Zn Di: 
Da = 0, 
Da ='0, 
D;: == 0; 

0. 

— Da; 

0. 

3 Do — + Ds. 

3 Dzw + 3 Do , 

aa 4 Do rt a D;. . 

0, 

0. 

+D,o+4 Ds. 

0. 
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Quel que soit f, excepte f—?, f—=3 ou f=4, la table commence, pour f 
pair et f impair, de cette maniere 


D.. = B*. ee 

Do = —; > D,_,,1,0: 

D...0 NER —3D,,30-+ ıD;. Do ea D.-.,1,0; 
D,:.1,: mg 3D,_,3,0+4B}, D-21: —=$U), 


mais apres cela je ne connais pas la loi des suites. 


Donnons quelques formules pour la transformation des derivees D. On 
a par exemple 


rm on une 
D,_.10 = (12.34) 13.42. U, U, U, U 
— 13.2.B,,(0,U)B_(U,U), 
Mais 
3.N_ SmBH— HN — Mm NS 
el 


5 Na 5, B_(U, U).B,,(U, U) == B,_,(SÜ, nU).B,_,nÜ,:U) 
B; U U)B,,(U’ U), 


\ 


en &crivant U’ pour De Ü, U pour U'—=o, U. Ona ainsi 
D...0 = — 2/B,_,(U’ U).B,,(U U m Barl Zi ie BU u")\, 
ce qui se reduit pour les deux cas de f pair et f impair ä 
D_,ı0 —— — !{B,_ (U u’')Y, 
D,_,,, = —2{B, U’ U°).B,, (U U°)—[B,_,U"Uy\. 
Par exemple pour les ordres 3, 5, 7, 9 on obtient 
Bi = —) [4ace —b’)(bd — c*) — (ad — be’). 
D,.= — 2[4(ae— 4bd--3e)(b)f—4ce+3d)—(af— 3be--2cd)}]. 
Do = — ?[4(ag— 6bf+15ce— WA?)bh—Geg-15df— 10e) 
— (ah— 5bg-+-9ef—5de)], 
D;o = — ? [4a —Ssbh- 28eg— I6df -- 33e) y—Scı -1- 28dh— hey 1 3af‘) 
— (—Tbi + 20ch—?Sdg + 14ef')']. 





Nous allons caleuler ces derivees comme nous l’avons fait pour les derivees 
B, C jusqu’au neuvieme ordre. Il reste done ä trouver la derivee du sixieme 
ordre, celle du huitieme, et encore une deriv6e du neuvieme ordre. Pour 
le sixieme ordre ce qu’il y a de plus simple c’est de chercher D.. que Von 
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demontre facilement etre egal a e 
24la,b, c,d 3 
b,c,d, e | 
c,d,e,f 
du, ., hg 
Pour trouver les deux autres, je commence par les formules generales, 
D,_.., = 2{B,(U’ U)B,.(U”U)—4B,,U"U')B,.(U”U°) 
+B,.,(U"U)B,.(U U) +2[B_(U'U°)y\ 








(ou l’on a eerit U’ U’ U’ pour Ü"Ü'Ü°. On demontre cette formule 
preeisement de la m&me maniere dont nous avons prouve celle pour D, ,ı.); 
D,.,0 =—2{B,,(U” U)B, U" U)—6B,,(U"U)B,_,(U’U”) 
+6B,,(U U)B,,(U’U°)19B,,(U'U")B,,(U’U) 
—IB,,(U U )BU"U)— B,(U"U)B,sU"U”)) 
(dans laquelle on a ecrit U’ etc. pour Ü elc.). 
En particulier 
Da, —= 2’4ag—bbf-+15ce— 10?) (ei —6dh--15eg— 10 f*) 
— 4(ah— 5by + Ief—Ide) (bi — ch + Ydg—5ef'‘) 
+ (e—bbh-+ 166g —26df -+15e?)? -+-S(dh—beg + 15df—10e?)}, 
D,., = — 2 {4lag—bbf + 15ce— 10?) (d5;—bei + 15fh— 109°) 
— bh (ah— 556g --Ief—5de) (j’—Idi + Yeh—5fg) 
+6 (a —6bh + 16ey—26df-+-15e?) (5—6ei--16dh— 26eg-+15f?) 
+ 36 (bh—beg + L5df— 10e') (a —6dh--15eg— 10f*) 
— 9) (b— Sch --9dg— ef)’ — (j—6bbi +15ch—19dg-+Ief')’}. 


On a done tous les elemens necessaires pour calculer cette table des derivees 





constantes independantes du quatrieme ordre jusqu’au neuvieme degre: 
DD, = —? \babed— 4ae—4b’d--3b’c’— ad?) 
D,.. = —? | 1Vaebf— 16aec— 16b’df+12aed? -+-12cbf—48ce—45d’b 
+ T76bede + 324’ —af?—tacdf— We}, 
*D.» —= 24 taceg --Nadef +?gdbe—agd’— ae — ge —acf’—geb’—2bd’f 
— !bcef +bde -— fde?--B’f? -Hec’— 3ecd’ +bde’-fdc’--d*}, 
D,. == —?}14agbh + 234bgef + IWeedf —3T Id’ — ah? —2IF—S1C/f? 
— 1Sahef--10ahde— 50byde— ?4acg?— 240’ fh--60agydf+60cebh 
— 40age — 404 6R— 360bAf? — 36c’eg — 2405fe* + 240d’cy 
— 600 —6004°Öf} , 











Do 


Di — 
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2436 age: + 696 bfdh -— 2340 eg! — 2876. d’f? + 400° 1 S44cig’ 
+ 1025 —388bgeh— 3Wbhe— 2596egdf— 4 150dfe — I6ahbı 
+ a — JIatrdf + 30ate — 6Vaydh — bVbfei + 6Vaeg’ + bee’ 
— 360befy— 360edeh — Wagf” — 40d’ci 4- 24V Bf’ -—- 240hd’ 

— 420eef"— 420egd’ — Wach? + 20g8b’ + Oahef + Wdebi 
+ 180bdg° -—- 150 fhe’— 100bgef— 100dech} , 





—2{18aibj 4 536bhei 1 4256egdh + 13328defg + 4704 f’— a)’ 


— 47 — 10ER —T784d’P’—40ajeh--Suajdg— !Sajef—3V!bidy 
+ 196bzef — S60chef — 32?acı — 32’ hj + 1 12ardh + 1 12eybj 

— 2?4ateg— 224dfbj + 140aif?+ 140 !y—SI6bAh’— SV6e’gü 

+ 179 2bheg + 1792dfe — 1120bhf— 11 Werei — 677 2ceg’ 

— 677 24’fh-—- 3920egf? +3920e!dh —7S4Af’— 7540ge}}, 


+ Dia = —4{T7bhei + 22egdh + 39defg + VE — WE VCH — 47d°g’ 


— 2ajeh + Tajdg — Sajef +74bgdi —T3befi— 127chef 1 Naci 
+ U°hy —Taidh —Tegbj — ?2aieg — ?dfbj + 25aif” + 2äbje’ 
— IIıbdh?— JIe’gi + Y3bgeh -—- ?3efdi 4-TVbhf"--70ceii + 32ceg’ 
+ 32d’fh -- 25egf’ + 25dhe — 30df?— 50g9e— 45agfh — 4äcedj 
— 4H5bfg — H5eid? -- Y7ael? -—- Te — Way — Wja’}. 

*"D,o= 3PD..+3B5, 

#D=—3DaotiBi; 
TD,o = 2Dsaı+PDsıo 


equations qui donnent les fonctions D,,05 D,30; D,., au moyen desquelles les 
aulres ont Ele exprimees. 





Nous allons a present demontrer une propriete importante des derivees 
du quatrieme degre, analogue ä celle qui existe pour le troisieme degre. Soient 
U, V, W, X des fonctions d’un ordre quelconque f, et cherchons la valeur 
de l’expression 


Byr2u [B,(U, V), B,W, Ä)], 


qui se reduit d’abord a 


2f—-2a 


09 17°.34.UVWX, 





en supposant que 5,, 7, se rapportent a U, Vet $5,, 7,a W, Ä: cela revient 


a changer 5;, 7, en +5 NN, 5 N, en +55 N, N, OU dp en 





ce qui donne l’expression 


(134144319) 172.34.UVWX. 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Hefti. > 
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Mais tous les termes de ceci, dans lesquels la somme des indices de &,, 7, ou 
&, Mm OU $,, 7, OU S,, n, Surpasse f, s’evanouissent, et il est facile de voir 
que l’on a seulement ä considerer ceux de la forme 
K,(13.4?) (14.23) * (12.34). UVWX, 
ou A, represente le coöfficient numerique 
(-YBf—u 

LIPTT-e re 

On a done l’equation 
B.,_..[B.(U, V),B,(W,X)] = ZIK,D,. 7-.-(U, V, W, X)}. 

En particulier en ecrivan U=-V—W=—Ä, et metlant B, au lien de B, (U, U) 

B;;_2« B. ’ B,) az: Z(K, D, r, fma=r)- 
Pour « impair, cela donne 

> S(K, D, r, mare) . 

equalion qui est satisfaite idenliquement par les relations qui existent entre les 
quantites D. Pour «& pair on voit quil y a autant de fonctions independantes 





de la forme 


f 
BD; ,_2. (Bi; B.); 

qu’'il y en a des fonctions D, et que ces deux systemes s’expriment lineai- 
rement, l’un au moyen de l’autre. Par exemple pour les ordres 3, 5, 7, les 
quanlites 7) sont respectivement egales, A un facteur pres, ä 

p) / 2 2 2 ‘ 
Pour le sixieme ordre elles s’expriment lineairement au moyen de 

‚IT? 2 2 
B,(Ü ’ U ) B;: 
et ainsi de suite. Il ne reste pour completer la theorie du quatrieme degre, 
qu’a trouver la solution generale des @quations entre les derivees D, et du 
systeme dont nous venons de parler. 
Passons a une propriel& plus generale: soient U,, U;,,.... U, des 

fonclions des ordres fi, fa, ---. fr, et meltons 

arIr urn 

O(U,, u... U,) — we AS U, 
une fonction du degre fi; supposons que O(U,,.... U) contienne les coöfficiens 
differentiels de l’ordre r, pour U,, de l’ordre r, pour Ü; etc. on aura donc 
N (k—r)+:...+(5—r,). Considerons l’expression 

T ” T 
B; (U,, O(U;, 6-0 U,)), 


qui se reduit d’abord & 
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+13... + PP. Dr. 


pP? 


I on, 
| 


puis a 


zu nt, r 
ee FOR... 


p 


Ki 
en meltant pour abreger 
K- FA 
In" fr? 


car si lun des indices elait plus petit, un autre serait plus grand, par 





mh _ > j A 
exemple celui de 1?: done les symboles &,, , dans et .[J monteraien! 


ensemble a un ordre plus haut que f;, ou le terme s’&vanouirait. En &erivant donc 


\ u a 3 — rt 
N 


0 (U,....U)=DT.....U 


p? 
on a | 
B; (U,, KU;.. Ü U,)) —=K O(WU,. U,)» 
c’est-a-dire une derivee constante des fonclions U, a 
Soit 
U — nn (a,.« +. ‘. B 
[/ıl' 
k 1 | 
O(U,....U,) = — (Az'-+....), 
LT" 


on obtient | 
K6,(U,.... U,) — ad ta, AA 


c’est-a-dire 











d N f , 
A, = = K da, G'; (U,. Un): 1 4-ı = . U,); 
ou enfin 
/T Bü 28 K p_d „I—1 d U N 
AL... le I ® Yda,, Ir... U, 
1 


quation qui existe, en changeant cependant le facteur numerique, dans le cas oü 
plusieurs des fonctions U, .... U, deviennent identiques. On a done ce iheoreme. 
Soit © une derivee constante quelconque de U, la fonction 
(21 er +4... ) 0 
f f-1 
est derivee de U, et on en trouve la valeur, ä un facteur numerique pres, en 
omettant dans le symbole U qui correspond a ©, les facteurs qui contiennent 
un quelconque des nombres symboliques. 


n* 
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Soit par exemple — 4 D, u = 9 
— babed— 4ad—4Hbd-+ 3 — ad’, 


ce qui donne 


2 2 


| 











L) == 12.978: 
La fonction 
d d 
a ug ann 
(a dd ya zy de 7 7) 6 
se reduit, a un facteur pres, ä 
12 .13.UUU = —4B,(U.B,(U,U)). 


On peut comparer cela avec quelques formules de M. Küsenstein. En adoptant 
sa nolalion, on a 
$ — ww +3brey-+4ery’+dy,, 
F— „„B($,&b) — PR ” (ad—be)ey-+(bd—c)y‘, 
d d 
ee u (a dd a’yoc+2y —, ’)D: 


D etant la möme chose que ©. On doit Fi ajouter a ses formules ces deux -ci 




















di ei HS: dF dd 
we dx dy dy dx 

ER (d3 D da DB dD ds (2 ARD dp +E D AR) 
Teer dy: dy  dardy Vdxrdy dy | dy: de 











_d® (2 d? RAR d?<D her dD d»ı 
Tdxrdy:\ dxedy dx | da® dy dy® dx? dx) 


dont la premiere explique de la maniere la plus simple l’origine de la fonction &,. 
Nous indiquerons seulement les r@ductions que l’on peut appliquer ä des 
derivees de la en 
„,(U,V,W) = 23. ‚UVW 
dans le cas ou U, re w sont des fonctions phase En effet, en ecrivant 
se+ny=5, 
cette fonclion se r&eduit, A un facteur pres, ä 
53) (331) (SR). UVW 
en supposant que les symboles S$, n) n’affectent pas les x, y qui entrent dans 
les symboles £. On a aussi identiquement 
3 zz = 0, 
ce qui donne lieu a des reductions analogues ä celles que nous avons trou- 
v6es pour les fonctions D, ;,, mais il faut les faire avec une attention par- 
ticuliere pour &viter des meprises relatives aux facteurs numeriques. On peul 
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conclure cependant tout de suite, qu’il y a autant de fonctions independantes 
C,,s,, qWil y en a des fonctions D, ,, pour la möme valeur de «-- 9-7. 

On conclut des raisonnemens par lesquels nous avons trouve B[U,B(U, U )] 
etc. ce theoreme general. 

„Toute derivee d’un nombre quelconque de derivees d’une ou de plu- 
sieurs fonclions, ou m&me d’une seule de fonctions quelconques des derivees 
des fonctions originales est elle m&me derivee.’ 

Pour la r@eduction complete de ces derivees doubles, il suffirait, theo- 
riquement, de savoir reduire au moindre nombre possible les derivees d’un degre 
donne quelconque. Nous avons fait cela pour le troisieme degre (CU, ,,,) el 
pour le quatrieme degre, dans le cas ou toutes les differentiations montent au 
meme ordre (D,,,,,): il parait cependant tres difficile d’etendre ces methodes 
meme aux cas les plus faciles apres ceux-ci, il faudrait pour cela des re- 
cherches ires etendues sur la theorie de la division de nombres. On serait 
probablement conduit a des resultats imporltans en cherchant d’ctablir une con- 
nexion entre la theorie des hyperdeterminants et celle de l’eliminalion, je mai 
rien trouve encore de salisfaisant sur ce sujet. Je finirai avec cetle remarque. 
Nous avons deja trouve des hyperdeterminants qui n’etaient que des determi- 
nanis, et, il est facile de irouver une suite, ou plutöt une suite de suites 
d’hyperdeterminants de cette forme. On a en elffet 

ob, s,be|, |ab,c,d| etc. 
bci |b,0,d b, c,d, e 
c,d, e c,d,e,f 




















d,e,f, 9 
.a,b,c . a,b, c,d,e| etc. etc. | ..M,b,c,d| ele. 
.b,c,d .b,o,d,e,f ii: b,0,d,e 
a,b,c. .6,d,e, 54 .a,b,0,d. 
b, c,d a,b,c,d,e. .b,c,d,e 
b,o,d,e,f. a,b,c,d. 
o,d,e, 4. b, c,d, e 














Cependant ces fonctions ne sont pas toutes independantes. La derniere par 
exemple s’exprime lineairement au moyen du carre de la seconde et du cube 
de (ae—4bd--3e’). On ne connait pas en general les expressions symboliques 
de ces hyperdeterminants determinants. 

Cambridge, 25 Mai 1845. 


nn en en 
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2. 


Neue Eigenschaft der Gleichung, mit deren Hülfe man 
die seeulären Störungen der Planeten bestimmt. 
(Von Herrn Dr. Carl Wilhelm Borchardt.) 








Her Professor Kummer hat im 26ten Bande dieses Journals ein äufserst 
merkwürdiges Resultat in Beziehung auf die bekannte Gleichung dritten Grades, 
von welcher die Bestimmung der Axen einer Fläche zweiter Ordnung ab- 
hänet, publieirt. Es ist demselben nemlich durch eine Combination geschickter 
Versuche und scharfsinniger Vermuthungen gelungen, den Ausdruck, dessen 
Zeichen die Realität der Wurzeln jener Gleichung bedingt, und welcher be- 
kanntlich gleich dem Quadrat des Products der Differenzen der Wurzeln ist, als 
Summe von Quadraten darzustellen. Dieses schon an sich überraschende Resultat 
hat später Hr. Professor Jacobi in dem in Rom erscheinenden Giornule Arcadico 
Tom. XCVII. in seiner Bedeutung für die analytische Geometrie weiter verfolgt 
und aus demselben ein merkwürdiges und bisher unbekanntes System von For- 
meln entwickelt, welches selbstständig bewiesen und dann zur Verificirung des 
Kummerschen Resultats gebraucht werden kann. Der Gegenstand dieser Note ist 
es nun, die wahre analytische Quelle anzugeben, welche sowohl das Kummersche 
auf die Gleichung dritten Grades bezügliche Resultat ohne Kunstgriff ergiebt, als 
auch eine Ausdehnung dieses Resultats auf die allgemeine Gleichung nter Ord- 
nung. mit deren- Hülfe man die seculären Störungen der Planeten findet. 


Die Gleichung von welcher die Bestimmung der seculären Störungen 
der Planeten abhängt, und auf welche man bei anderen Gelegenheiten in der 
Analysis stölst, ist das Resultat der Elimination der Unbekannten z,, x, .... x 
aus den Gleichungen 


n 


En — Ayı 2 @n, I, + "AAS 74, En» 


3 a | 
9X: — AK Fade... lad, 


(1.) 


;. — A.lıt rat... tra 


wo die nn Üoöffiecienten @, 1» @ı> -.+- @,„ als bekannt angenommen werden 
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und die Eigenschaft haben, dafs 


Ad; = My; 
Bezeichnen wir die Finalgleichung der Elimination mit 
a) 070, 
so enthält 7’ die einzige Unbekannte 9 und zwar diese bis zum nten Grade. 
die Gleichung («.) hat also n Wurzeln: g9,, 92, --.. 9n. Nun sei 


0) M=(N—-— RR N—-I) ----(A— In) (N— I) X 
(RN)... AR—-IH-) (R— I) x 


(In-ı— In) > 
welcher Ausdruck bekanntlich bei allen Gleichungen eine ganze rationale Funclion 
der Coöfficienten ist, so soll im Folgenden bewiesen werden, dals für die Glei- 
chung Z'=0 sich M als Summe von Quadraten darstellen läfst; wodurch zu 
den bekannten merkwürdigen Eigenschaften der Gleichung /'=—0 eine neue 





hinzugefügt wird. 

Da wir es mit den Algorithmen zu thun haben werden, welche bei der 
Auflösung eines Systems lineärer Gleichungen vorkommen, so ist es nölhig, 
die Ausdrücke und Bezeichnungen anzuwenden, welche in dieser Theorie ge- 
bräuchlich sind. Es seien: 

O5 Aaıy » «+. Onıs 


0a b) 059 I) ” . . . („2 b) 


Oyny aaa. or An 
die Coefficienten eines Systems von r lineären Gleichungen mit rn Unbekann- 
ten, so haben die aus der Auflösung dieser Gleichungen hervorgehenden Werthe 
der Unbekannten einen gemeinschaftlichen Nenner, welcher die Determinanle 
des Systems von Gleichungen oder auch die Determinante aus den Grölsen «;, 
genannt und durch die symbolische Form 
= too .... 0, 


bezeichnet wird. 

In dem Folgenden werden drei Sätze über Determinanten gebraucht, 
welche ich nicht beweisen. sondern nur historisch anführen will. 

Der erste Satz, welcher von Wandermonde herrührt, findet sich in 
einer Abhandlung des Herrn Prof. Jacobi ‚de funct. altern.” im 22ten Bande 
dieses Journals S. 360; er lautet: 
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Satz I. Die Determinante 
y 
= +0, 103,» .o.% Oy,n 
oeht. wenn man 


Ok = ah! 
selzt. in das Produet aus allen Differenzen der Gröfsen «; über, d.h. 
+90... = +), —0)....(, — 0.) — 0.) X 


(0, — 03) .. Se u On): u + &,) x 


(0, _1— 0.) 
Der zweite Satz ist ein allgemein bekannter, er findet sich in der Abhandlung 
des Herrn Prof. Jacob? „.de format. et propr. Determ.” im 22ten Bande die- 


ses Journals S. 312 und lautet: 


mn 


Satz II. Das Quadrat einer Determinante läfst sich wiederum als De- 
terminante darstellen. und zwar so, dafs die Elemente der neuen Determinante 
oanze ralionale Funclionen der Elemente der alten Determinante sind. Nemlich | 

tan... nr = Ztßrıßar ---- Ban: 
wo 
Pk = Uutıat O2, t BE On ;lnx- 

Der dritte Satz findet sich an dem nemlichen Ort und rührt von Cauchy 

her (Journal de l’ecole polytechnique Tome X.), er lautet: 


Satz Ill. Ist p>n und 


> 2 | | 
Pik _—— Ci; Ok ce 02 102,K er - ©... Li: 
so ist 
zs+Pß, Mr sumT u — SIE+ G,, ı&, “2. u 0, n) hf 
wo r', r", .... r irgend eine Combination der Indices 1 bis p zu n ist, 


und das Summenzeichen S auf alle Combinationen dieser Art auszudehnen ist, 


Wenden wir nun den url auf die a (b.) an, so ergiebt sich 


N—= (E99 Iy 
und diese Gleichung Kun sich nach Satz Il. in 
M 2— + PııPa: ..0. pP 





n,n 


Wo 


) nz il „kl | il „1 Es R i—1 
Pa= NN THE I TH Mi £- 
N k-? | i+k—?2 i+k—2 
gt dt 


also. wenn wir 


setzen. 
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Ks wird also M die Determinante aus dem System 
eu ar gr 
ae. ni 

(c.) $5 SS 5 serie 


S.—1 $, Sn+1 > . 5 . Son- 2 9 


(d) = tg... +97. 
Dies vorausgesetzt, was natürlich ganz allgemein gültig ist, welche Gleichung 
auch /'=0 sein mag, kehren wir zu unserer besonderen Aufgabe zurück. 
Das System der Gleichungen (1.) war 


9%, = A,1XCı + 18. + er -1- d,ı Un, 


wo 


1) IE: AK Hr 2... + ann 

9%, = Ant an0t .... 40,0. 

wo 
dx = My: 

Multipliciren wir jede dieser Gleichungen mit y und setzen im Resultat auf der 
rechten Seite für 9x,, 9%, ..:- 9X. ihre Werthe aus (1.) ein, so er- 
giebt sich 

ga = Ay .... 1417, 


(2) ar = at t.... 40,8, 


2 “u “ “u 
I 2. = AK Ay nX2- .... - UA,nEn» 
wo 
’ sn 
a; — Ui = - A;,;d,,% 
sn 


Ähnliche Systeme von Gleichungen findet man für die dritten und höheren 
Potenzen von g, allgemein 


g”"x, gem a) + a an + u Ren. 
m u A Dr (m) 
wm rn tet. tape 
gg". = ang, Lamayı. vn am. 
wo 
mir nr Zu... 
a‘; == Ay; == 2 0.0: . 2a, s,@s,,8; 1 / FRaBE ur ur a nn 5 Ph 


515 $,5 .®“ ..% Ss 


m—ı 


Auf diese Weise erhalten wir eine Reihe von Systemen lineärer Gleichungen, 


welche den verschiedenen Potenzen von g entsprechen und deren Coefficienten 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heftl. 6 
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— 


mit @). an... as... bezeichnet werden. Zwischen diesen Goöfflieienten 
finden sehr wichtige Relationen statt, welche man erhält, wenn man die Glei- 


n 


chungen des Systems (m) mit 9”° multiplieirt und aus dem analogen System (m’) 


m’, 


die Werthe von 9”’x,. 9" &, .... g”'x,„ substituirt. Vergleicht man die 


Coöfficienten des Resultats mit den Coöfficienten des Systems (m--m'), so er- 
ojebt sich 


(m-+- m’) 


a“, — Zul), 


oder, wenn man für am und m resp. r und m—r setzt, wo r <m angenommen wird. 


(3) + — Zutat 
Ss 





Diese Formel eilt für alle Werthe von r von r=—=1 bis r=mn —1 und 


(ıF 
oO 


zwar inclusive dieser äulsersten Werthe, wenn man 


BE. 
d;k .— dk 
selzt. Man hat daher 
Dr (m—1 
A) ap = Zac”, 


wodurch man von einem Systeme von Co&fficienten zu dem nächst höheren 
übergeht. 


Der Ausdruck /,, als linke Seite der Gleichung, welche durch Elimina- 


8) 
tion der Unbekamnten x, X, .... 7, aus dem System der Gleichungen (1.) 


hervorgegangen, ist nach der bekannten Theorie der lineären Gleichungen nichts 
anders als die Determinante 

Stu ılaa....q, 
wenn man die in der Diagonale stehenden Gröfsen «@, 1, &a, .... 4,, sämmt- 
lich um g vermindert. Demnach ist, nach fallenden Potenzen von g geordnet, 


‚ n / | -1 | 
he a / a g" — KM,T dy2 "E .. 00.0. ve GR "u 


Hieraus folgt 
= Lg, -! — | | I. m 
7 — Iı RT eu. +9, — d,17 dy27 .o.. 7 Ann — za; 
I 


Ähnliche Betrachtungen auf das System (m) angewendet, geben 
s 


> 
m 


—— 


onen : + DE a 
1 


oder, wenn man für a;; seinen Werth aus (3.) substituiert 


IR Bass A > 4) oe 
Diese Formel umfafst die Werthe r—=1 bis r—=m-—1, wenn, wie schon 
oben bemerkt, 
(6.) a‘% — 4x 


gesetzt wird. Sie umfafst aber auch die Werthe r=0 und r== m, wenn 
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. la =1, für i= 
(.) x 
angenommen wird. 

Vermöge der Formeln (5.), (6.), (7.) lassen sich die in dem Schema («e.) 
enthaltenen Gröfsen jetzt so schreiben: 


— 
\ 


0. wenn 2 von k verschieden. 


ss—ZaNa); 1 — Zalfa;ı; 8 = Zallaiy ; 0. Im = Fhgal”; 
> A . u . > aeg (n—1 
8, = zu; al; s, = Fa;,,d;:; 5 — 34; 4; | 1:1. 9, = za ‚kan 
. u. [#1 = Em — “ ‘ - R u — [Z “ 2 e PEN PD. 
Yo _— Zu;; a); $3 —— AM; x d;x> Sy — 4d;: d;,k Ei S, n- mn a; a; 
> ee A, -i Din) 
aa; za a AZ ar; 167 / Nieren, ' 


wo sämmtliche Summen _ auf alle Werthe von 2 und % auszudehnen sind. 
Da nun, wie wir oben gefunden haben, M die Determinante aus diesem System 





von Gröfsen ist, so hat man 


— /) /d £ MM] 
M == =+PuoP11P2» er. Inıny 
ie k=n 
Pau =. FE a‘ al). 
i=ı1lk=1l 


Hieraus geht hervor, dafs M in die Classe von Determinanten gehört, auf 
welche der Satz III. Anwendung findet, da hier y—n? also —>n ist. Die 
Anwendung dieses Satzes giebt 
M = S{r+ a‘, a’,  & vers a Bae .2 
wo das Summenzeichen S auf je n von einander verschiedene Combinationen 
uk; a, kt; .... a”, kV aus den n° möglichen Combinationen ?, k auszu- 
dehnen ist. 
Dies Resultat läfst sich in folgendes Theorem zusammenfassen : 


„Es sei 





an 
das Resultat der Eliminition aus den Gleichungen 
0 = (a,—y)Tı- 7: +... #012. 
0 = 4:8; + (da. ah Be 7 eat 
':— 4X -+ UynXr u (G,n — Br 
es Seien 91» Sa» - +»: u die Wurzeln re PIC '—=0(0 und 


M = (H1— 9) (A— 95) RER (N—9.); 
(%— 95) .... (R—Yn); 
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man setze ferner 


a, = Fa,;a,, Mı—Za,;a,,, und allgemein a!) —= Fa, ‚u; 
$ 


3 > 


und bilde folgendes Schema von Gröfsen: 
De N u u u SG 





Ad, dl; ı TE Wi d,1; da dy.2 u. ee... 4.23 . . B 0} An d, . TE = Eu Ayn s | 
(8.) “ “ Be “ “ Mm; _ “u “ Bin _ ! 
ISA ı la eerr.. An1ı5 Uodan re. Ün25 0. A,nlaneeeee A,n: 


Dr VE E25 2 ve re 6” NE url 
man combinire endlich diese n° Verticalreihen zu je n und bilde hieraus 
die Determinanten 


Hr Ma Mei : 


h . 
so ıst 
M—= M-M-M;-+....” 
Das Kummersche Resultat ergiebt sich hieraus, wenn man n==3 setzt und 
d,ı = A; 42 = B; Ad; 3; — C; 
,=,=D „aa «6, =F. 











Setzt man zugleich 
A,=4-F"- E, B,=F’-+B-D, G=E+D’+Ü, 
D,—=(B-C)D-EF, E=(A-+-CO)E-+DF, F,=(4+B)F-Dk, 
so geht in diesem Fall das Schema (8.) über in 
Em Er u. 22 
4, FE; FR BD; ED, 6; 
4,, FR, E:; 1", BD; E,, D,, C: 
Die Determinanten M,, M,, M,,.... bleiben unverändert, wenn wir jede in 
der dritten Horizontalreihe stehende Gröfse um das Afache der entsprechenden 
Gröfse der zweiten Reihe -- dem ufachen der entsprechenden Gröfse der ersten 
Reihe vermehren. Setzen wir nun 
ı = (A+B-C), u = BC+4C+4B—- D’—-E’— F, 
so geht die dritte Horizontalreihe über in 


A4,F,E; F,B,D; E,D,C, 





wo 


(9.) 


| 


(=BC-D, BB AC—E, U = 4B-F’, 
ID'’= EF-AD, E DF—-BE, F' —= DE-UF. 
Wir können demnach für das obige Schema folgendes substituiren 
u... — a. a ua u 
A,#&E; F,B, D; ED, tC; 
4,F',E; F',B,D; E,D,(; 


| 
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und erhalten nach dem allgemeinen oben aufgestellten Theorem folgendes Resultat 
(10) N= 
12 {ME 4-2) -2{N:+ N N:4 Pi P2-4P2-10:4.0:--03) IR" 
wo 
M, = EF—-FE, M, — FD'—-DF, M, = DE—kED); 
N, = CD'—- DC —-(BD'—-DB); P, = CE—-EC -(BE'— EB); 
0, = CF'— FÜ — (BF— FB); 
N = AD''—- D4—-(CD—DC),;, P, — AE— EA —- (CE — EC): 
0, = AF—- F4—(CF'— FC); 
N; = BD'—- DB —(AD—-DA4),;, P, = BE—-EB'—-(AE— KA); 
0, = BF'—- FB’ —(AF'—- FA); 
R—= BU — CB -C4 — AU -+ AB — B4); 
welches sich noch zusammenziehen läfst. 
Man hat bekanntlich die Gleichungen 
FE--BD--DU —=0; EA-DF-CE'—=0; AF-FB--ED': 
EF-- DB’. CD'—= 0; AE-+-FD-+EU—0;, FA--BF- DE — 0: 
und hieraus folgt 
M, + N, = 0, M,-+P; —ß, N, +0; = 0, 
ferner ergiebt der blofse Anblick der Werthe der Gröfsen N, P, O die Relationen 
N, +N,--N, — 0, P,+P;,- ME 0,--0:.40;—=0, also ist 
N+N—=—N—M, P--P,— +9 -0—M 
Wendet man nun die Formel 
2(@ +6’) — (a--bV 4 (a—b)} 
auf die drei Quadratsummen 2(N?-- N), 2(P?--P}), 2(0°--0}) an, so 
geht die Formel (10.) über in 
M = 15/9 -- M: 4 M2\ (N, — N,)--(P,—P,)--(0—0)-R, 
welches genau mit dem Kusminerschen Resultat übereinstimmt, und zwar mit der 
Form, welche Hr. Professor Jacob? demselben im Giornale Arcadico gegeben hat. 
Wendet man das oben entwickelte allgemeine Theorem auf den nächst 
höheren Fall an, wo die Gleichung 7'= 0 vom 4ten Grade. so erhält man 
hier zunächst M als eine Summe von 135 verschiednen Quadraten, welche 
sich aber sogleich auf eine Summe von 84 Quadraten und dann auf eine noch 
bedeutend geringere Anzahl reduciren läfst. Ich werde auf das Detail dieser 
Entwicklung hier nicht eingehen, sondern mich begnügen, gezeigt zu haben, 
dafs sich in allen Fällen M als Summe von Quadraten darstellen läfst. 
Berlin, im Januar 1845. 
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3. 

Sulla eondizione dı uguaglianza di due radicı dell’equa- 
zione eubica, dalla quale dipendono gli assı prineipalı 
di una superficie del secord’ordine. 

(Dal Sign. Profess. €. 6. J. Jacubi.) 


( Estratto dal giornale arcadico Tomo XCVIX.) 


I. 


| ia ricerca degli assi prineipali di una superficie del second’ordine, riviene al 
problema di passare da tre coordinate reitangolari x, y, z a tre nuove coor- 
dinate reltangolari p, p’, p", in guisa che l’espressione 
Axcı--Byy+ÜCzz+2Dyz+27Ezce+2Fıay 
sia trasformala in questa piü semplice 
Gpp-+ @ pp --@"p"p". 
Il sig. Aummer € giunto a rappresentare il valore che ha il quadrato del 
prodotto delle differenze delle tre quantita G, @, @" per la somma di selte 
quadrati, i quali possono mettersi sotto la forma seguente 
15(EF'— FEY--[BD'— DB --CD'— DE — 2(AD'— DA) 
| +15 (FD'— DEF’) LICE —EC' —- AE— EA’ —2(BE'—- EB) 
| / + 15(DE'—- ED) --[AF'— FA -- BF'— FB’ —2(CF'— FC) 
| - [BC — CB’ -- CA — AC'--AB'— BAT 
— (@ —- @"(@ — GE — a), 


OVE 


| 


A’ = BC—-DD, D EF— AD, 
| B — Ü4—-EE, Mi FD-—-BE, 
| C' — AB—-FF, F DE— CF. 
Per meglio conoscere la natura di questo bel risultato, esprimero la radice di 
ciascuno de’ seite quadrati in funzione delle quantitä @, @', @" e de’co6fficienti 
della sostituzione 


| 


| 


| 


er ty rs 


e 
d«c+-Py+y'z, 


ig, 


! 


A 


|, dr a" "y 4.y"z, 


la quale deiermina le nuove coordinate p, p', p" per le coordinate x, y, z. 
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Le formule algebriche alle quali sono pervenuto in quesla ricerca, forniscono 
una nuova dimostrazione della formula del sig. Kummer, e possono anche esser 


ulili in alire occasioni. 








1. 
Fra i nove coöfflieienti dell’equazioni (3.), si hanno le ventidue velazioni 
eonoseiute 
Ki Pin] 2 | Dr I a 
(aa-co--ade —=1, ea + TrYY =1, 
22 I Ra ı ana __ vw: kiss‘, 
PP TPP 4-9 P == ” 0.G& 7 pP IL + ar 1. 
yvy Ky'y' .- y" Mi 1, aa! -4- a" -! y'y" we | . 
DEN Ar A N a] Kl: u 
Py+P'Y Pr’ = 0, 0 0 Pp pP I tar acer di ne 0. 
ı Jyatzyeityad = 0, "ar PB -ty'y =. 
eB--a +a"P" — 0, oa AP tyy =0; 
JH Din. DM. au, ' a 
Pr —Py=a,. Py—-Pr=u, BY —Pyma", 
y a —E yo! Fern ß, yo rn ya" u P. y a’ ie np" 
day, WW" B—aeh'—y, af — By" 
I va ..- | n "IP EBE nn. 2, II 
eDBy rTePyYTr«“pPY aß"y — wPy — WI PY= | 


Ma, per l’uopo nosiro, un’altra bisogna aggiungerne un po’piü nascosta. 
la quale si puo dedurre dalle formule precedenli nel modo che segue. 


Si ha 
a TAN Pa ' 
eat" — da (FP--Yy)(PP'-+ry) 
BER? ’ „ ‚91 2 _|. ’ Z ! „27T ! ı IR n AR) ).y ar. Fi. 
= eapPp- Pa yy'Y--dß"y-a' By ap" d'Py 


Da quesia formula se ne ricavano due altre, alternando tra loro le lettere « 
e 7, e le lettere « ey. Sommiamo le tre formule cosi oltenute; poi faceiamo 





uso della formula 
a) aa”, 

e delle due simili: otterremo finalmente 

‘ 2.32.03 ı 2 22 am? E22 03 

[ea + PR HYy?y"?] 
ee . a LM ht | a Ip LER 4 9 
>. —= aß ya Pyta'py-aßy"Hapß'y"-ap"y 

. a By" a" ya" B'y-ap"y' + TR 

Designerö questa quantita ne’calcoli seguenti colla lettera /. La quantitä 7' 
non cangiando di valore, allorche si alternano simultaneamente tra loro le quantitä 


n 


ar e P, 0 e Y PB" e v, 
si deduce dalla formula (5.) quest’altra notabile 
RAT Lry? pt? Fa er a?’ Ary? . "a a 
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III. 


Besen le formule (3.) nell’equazione 
6b. Gpp-@pp-+-@"p'p'—= Arc -+Byy-+Uzz-+2Dyz--2Ezı-?2Fry, 


trovasi 





— Gaa+-@ da +G" aa", 
GPP-+ BG" "PR", 

re En 
GPy+@epy- Pi 

— Gya-+@'y' ey G"y" ca", 

— Gaß- a P'- | -@" a" PB". 

Quesli valori, sostituili nelle formule (2), forniscono le seguenti 
A —= @W ad" El +GTa a. 

B — @@E PP +" EP +-EEA PB" P", 
C — Ey EYY! HER" y", | 
D — @@Py+@'@;) Pl GB", | 
= @ÜOya+@" Gy Gay", 

a Eat" Ga" +G@@ a". 

Combinando i due sistemi di formule (7.) e (8.), e a per maggior 
brevita. 


II 


A; 
. 


Errirr 
\ 


\ 6 (@ ? w Ale D\ ) un ın, |. v2 Be 6°) = EP: m‘, . ri @' ” on m. 
I(@ — @" as. r)\(G@—@) = m+-m-+m"’ — M, 
trovansi le nuove formule seguenti 


| FE—-EF—Moau«"; 


9. 








AD'— DA —= m(a'y"y—a" PP) +m’(a"Yy'— aß") --m"ay'y"—a’ß" PB, 
< BD'’—DB' — m. app" + m’! PB" P-+m".a" PP, 
DU—CD' — m.ay'y" 4m .a'y"y+m".a"'yy', 
ı BÜU—CB' — ma (P'y" + P"y') + mad (By +Py")+m’a' (By + By). 
Per ottenere la seconda di queste cinque formule, bisogna operare qualche 
riduzione merce della formula 


10. 


‚2 am, N 2 
£ A; 


nr B , 4 P'y ‚ u — ay" (el) en a", 3) a a" (ar BE 0 y')—= — 0 y" I, Se "BP. 
e delle sue lan 


Dalla seconda, terza e quarta delle formule (10.) puö dedursi il valore 
della quantitä 


BD' — DB -CD'— DC' — 2?(AD—DA') 


In questo valore, i termini moltiplicati per »n, sono 


aß’ p" +2" BP —ayy'—NYuy"y. 
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ı quali. aggiungendo la quantitä evanescente 








RB +ayy—ayy — P: 
diventano i seguenli 
a pP" u 'P"P+ a" pP e. (ay'y' al" y - a'yy'). 


Questo coöfficiente di »n, restando inalterato se PR accenli 0, 1, 2, si mulano 
rispettivamente negli accenli 1, 2, 0, *) si vede che le quantitaä m’ ed m” 
avranno il medesimo coefficiente. Da qui la formula rimarchevole 
11. BD'— DB --CD' — DU —2(AD' — DA) 

— M[eP "+ p"P+a' PP —ayy" — ay"y—ı'yy'|. 
Se coll’ultima delle formule (10.) sommiamo le due altre che da essa si derivano 
per analogia, si troverä che ciascuna delle tre quantita m, m’, m”, e moltiplicata 
pel medesimo coöfficiente, e che perö si ha quest’altra formula rimarchevole 

BC' — CB’ —- CA’ — AU -- AB’ — BA 

— M[ef'y'+-aPB"y+a'PBy Laßt, + By" +" Pr). 
Formate le formule analoghe alla prima delle RR (10.) e le tre altre analoghe 
alla formula (11.), ecco i valori delle radici de’sette quadrati, riportati di sopra: 


 M, = FE'—EF' —= M.ace", 
M, = DF'— FD —= M.PP'P", 
NM, = ED’ —DE' = M.yy'y', 
M, = BD’ — DB -—- CD’ — DC' — 2(AD' — DA) 
— M(af' Bla P'P+a" PP — rt ay'y—a'yy'). 
12. I M, — Ka BAAR — EB) 
— M(Pyyr"+Py"y+P"yry— Pd" Be" a—P" ac), 
M, = AP FALBE FB _2(CK FO) 
—= NMyWa' Hyd a+y" aa PP" —y PB" B—y" BP 
M, —= BC'— CB’ + C4'— AC' + AB’ — BA 
\ —= Mafßy"+ ‚ Byte Ppy+eß"Y+aßy"ta"ß'y. 





Si vede che il valore di ciascuna delle selte quantita e uguale al prodotto della 


quantita 


A 177 vn " Y Y vn 

M — (@ — @')(@" — G)(@ — @') 
e di una funzione de’nove coöfficienti della sostituzione, ossia di una funzione 
degli angoli onde i tre assi primitivi declinano da’ tre assi principali. 


*) Le lettere senza accento ovvero cogli accenti ': " si dicono avere gli accenti 0, 1, 2. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 1. 7 
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IV. 
Formiamo il undende della a M,. Essendo 
ade P+a" PP +ayy"+Hay"yt4a'yy = — Iaoa, 
si avra 
M; = Y9M’d a” a” — 4 Map PB" + PB PH+a" BPTey'y" +ay"yt+a'yy]. 


Sviluppando il prodotto, troviamo, prima le tre quantitä 
| 


AR Yre"hPf'ry: 
e poi la somma di sei altre designata, nel n°. II. per 7. Dunque 
M = MIA —ATN)— AMY tar" By" ya” Bhyy). 
Similmente trovasi 
M: = MP PPP"—4AT)—4NM Ay ya By ya B"y y'ad'), 
M = M'Iyy"y”—A0)— AM ya AR ER +FTa PP). 
Sommando i tre ran M?, M:, M?, rammentiamo . formula (9.) 
— Zara 1 RT HYYY” 
ed osserviamo che . somma de’nove termini moltiplicati ae —4M?’, & uguale 
al prodotto 
—4M*apy" + P"y-+a"Py')(aß"y-+aPy"+e'P'y), 
e pero alla quantitä 
M’ — M:; 
otteremo 
M°:-+ M-+-M?: —= — 15(M? -- M?--M:)+M— M:; 
e quindi finalmente la formula 
M —= 15(M? -- M? -- M?)-- M? -- M? + MM. 
la quale e la medesima che la (1.) proposta di sopra. 
Roma, 7 marzo 1844. 
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4. 


Über ein leichtes Verfahren die in der Theorie der 
Säcularstörungen vorkommenden Gleichungen 
numerisch aufzulösen *). 

(Von Herrn Professor Dr. €. G. J. Jacobi.) 





1. 


I. der Theorie der Säcularstörungen und der kleinen Oseillationen wird man 
auf ein System lineärer Gleichungen geführt, in welchem die Coöfficienten der 
verschiedenen Unbekannten in Bezug auf die Diagonale symmetrisch sind, die 
ganz constanten Glieder fehlen und zu allen in der. Diagonale befindlichen Coef- 
ficienten noch dieselbe Gröfse — x addirt ist. Durch Elimination der Unbe- 
kannten aus solchen lineären Gleichungen erhält man eine Bedingungsgleichung. 
welcher z genügen mufs. Für jeden Werth von @, welcher diese Bedingungs- 
gleichung erfüllt, hat man sodann aus den lineären Gleichungen die Verhält- 
nisse der Unbekannten zu bestimmen. Ich werde hier zuerst die für ein solches 
System Gleichungen geltenden algebraischen Formeln ableiten, welche im Fol- 
genden ihre Anwendung finden, und hierauf eine für die Rechnung sehr bequeme 
Methode mittheilen, wodurch man die numerischen Werthe der Gröfsen z und 
der ihnen entsprechenden Systeme der Unbekannten mit Leichtigkeit und mit 
jeder beliebigen Schärfe erhält. Diese Methode überhebt der beschwerlichen 
Bildung und Auflösung der Gleichung, deren Wurzeln die Werthe von « sind, 
indem man das gegebne System Gleichungen so transformirt, dafs man für die 
Gröfsen & starke Annäherungen erhält, worauf für jedes x ein schnell con- 
vergirendes Näherungsverfahren zugleich dessen genauen Werth und die ent- 
sprechenden Werthe der Unbekannten und zwar diese letztern viel leichter als 
durch die gewöhnlichen Eliminationen ergiebt. Zur Erläuterung dieser Methode 
habe ich die numerische Auflösung derjenigen Gleichungen gewählt, von welchen 
die Säcularstörungen der Excentricitäten und der Längen der Perihelien der Pla- 





*) Die sorgfältige Auslührung der in diesem Aufsatze vorkommenden numerischen 
Rechnungen verdanke ich der Gefälligkeit eines meiner Schüler, des Herrn Ludwig Seidel 
in München. 


7* 
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neten unsers Sonnensystems abhängen, wenn man die höhern Potenzen der 
Excentricitäten und Neigungen vernachlässigt, da diese numerische Auflösung 
neuerdings mehrere Astronomen beschäftigt hat. Endlich habe ich neue Formeln 
für die Correclionen hinzugefügt, welche die gefundnen Zahlenresultate durch 
Änderung der angenommenen Planetenmassen erfahren, und auch diese Formeln 
durch die vollständig durchgeführten Rechnungen erläutert. Für die Zahlen- 
coöflieienten habe ich dieselben numerischen Werthe genommen, welche Herr 
Leverrier seinen schätzenswerthen Arbeiten über diesen Gegenstand zum Grunde 
gelegt hat, um eine Vergleichung der Methoden zu erleichtern. 


Relationen zwischen den verschiedenen Systemen der Unbekannten. 


2. 


Es sei zwischen den n Unbekannten «, ß, y, .... ® ein System von 
n lineären Gleichungen von folgender Form gegeben, 


DE, (a,b)P-+ (a, e)y+..+ (ap) =(, 


(db, a)a+lbb)-a\d- (db, ec) yv+...+ (b),p)ö=0(, 
1. (e,a)a-+ (e, PA TE aha .+ (6,p)8 =VÖ, 
\ (p, a)a-+ (pP, 1)8 N (v, 17 _ (pp) z\o = 0), 


in welchen je zwei zur Diagonale symmetrisch a Coöfficienten, welche 
durch Vertauschung der Buchstaben auseinander erhalten werden, gleich sind, 


2. (sbd)—=(b,a), (C)=(6a), (b,e)=(6b), u. Ss. w. 


Die Gröfsen (a,a), (a,b) u. s. w. sind in Zahlen gegeben, die Gröfse x da- 
gegen noch zu bestimmen. Da nämlich die ganz constanten Glieder sämmt- 
lich —=0 sind, so kann man aus den rn Gleichungen (1.) die n Unbekannten 
a, P, Y5 -... @ eliminiren, und erhält dadurch für x eine Gleichung nten Gra- 
des. Für jeden der n Werthe von x, welche dieser genügen, wird jede 
der a Gleichungen di.) eine Folge der übrigen n—1, und bestimmen irgend 
n—1 derselben die Verhältnisse der Gröfsen «, ß, y, .... @ Da nur diese 
Verhältnisse und nicht die absoluten Werthe der Gröfsen «, ? etc. durch 
die Aufgabe bestimmt werden, so werde ich annehmen, dafs für jedes der 
n Systeme dieser Gröfsen, welche den n Wurzeln x entsprechen, die Summe 
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ihrer Quadrate 
3. aa-+-ßP-+yy+.... +00 = I 


werde, wodurch alle hier vorkommenden Gröfsen bestimmt sind. 


3. 

Es seien nun x’, x” irgend zwei von einander verschiedene Wurzeln 
der Gleichung nien Grades, und «', P', y, .... a; «a, pP", y", .... @' die 
ihnen entsprechenden Werthe der Unbekannten «, P, y .... @© Man hat 
dann aus (1.) 

’ u a 
(a,a)® + (a,b)? +....+(4,p)0 —= a., 
(b,a)«@ +(b,b)" +....+(b,p)® = fr, 


(pa) +(pb)P --....+(p,p)o' — Wr. 
Wenn man diese Gleichungen der Ordnung nach mit «", B", y", .... ©’ multi- 
plieirt und nach geschehner Multiplication addirt, so erhält auf der linken Seite « 
den Factor 
(a,a)a" +(b,a) ß" -+-(c,a)y" -+....+(p,a)@"; 

dieser ist aber, weil (b,a@) = (a,b) u. s. w. und weil «”, P", y", .... © 
nebst x” die Gleichungen (1.) erfüllen, — «” x”; ebenso wird 3" x" der Coef- 
fiient von P’ u.s. f£ Man erhält daher 


A u 7 f Y't... .+® —! a"). vr — (wa a P' P'+y'Yy " -- ER = FrYW o')X. 
Hieraus folgt wegen der Voraussetzung, dafs x’ und x” von einander ver- 
schiedene Wurzeln seien, 


4. aa + AB" -y' y'+.. +90" add 
Aus dieser Gleichung, welche den Zusammenhang zwischen je zwei Auf- 
lösungen ausdrückt, ergiebt sich, wie Cauchy bemerkt hat, dafs alle Wurzeln 
der Gleichung nten Grades reell sind. Denn wären imaginäre vorhanden, und 
nähme man für «', x” ein Paar conjugirter imaginärer Wurzeln, so würden 


ß' En. y' y" 


auch die Gröfsen — und = und X, u. s. w., welche rationale Ausdrücke 
0 “& 


von x sind, die sich 2. Auflösung der Gleichungen (1.) ergeben, con- 


ran „N 
jugirte imaginäre Werthe erhalten: die Producte AP 4 = etc. würden daher 


jedes eine Summe von zwei Quadraten werden und die Summe aller dieser 
Producte könnte nicht = — 1 sein, wie es die Formel (4.) erfordert. 





aa mn» n 











Betrachten wir nun folgende lineäre Ausdrücke: 
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mp = arg... tag. 
ED Ekel 5 ud” He BO, 
pP. = 0 tag Fr .ro”g 


wo sn P,; j ©; . 9", 
der Gröfsen «, ß, 


Gleichung (4.) Statt findet. 


Addirt man die Quadrate dieser Ausdrücke, so verschwinden rechts 


wegen der Gleichungen (4.) die Coöfficienten der Pro 
und da die Summen der Quadrate der demselben System 
der Unbekannten — I angenommen worden sind (3.), 
6. PP +-PpP-+..-.. 
Ferner folgen aus dem System (5.) unmittelbar 


finden. braucht man blofs die erste Gleichung mit «, die 


... @'; u.$. w. die verschiedenen Systeme der Werthe 
. © sind und zwischen den Gröfsen je zweier Systeme eine 


PnPn = Mh tg + 


drücke der Gröfsen g; durch die Gröfsen p;, wenn man die Horizontal- und 
Verticalreihen der Coefficienten mit einander vertauscht. 


zu multiplieiren und sie nach geschehener Multiplication zu addiren, so werden 


nach (4.) alle y eliminirt bis auf y;, das den Factor I erhält. Man findet so 
die umgekehrten Gleichungen 
' f M]} ] ) — ! 
1 = ep -PPp--..-+8p; 
B = W"m-+P"pr-+....+@"p,. 
‘. 
VB u 0m | KO pt - .+ a')p,. 





ducte 9,9, 919 elc., 
e angehörigen Werthe 
so erhält man 
, —- VB ’R u. 


die umgekehrten Aus- 





Um nemlich g; zu 


zweite mit 3 u. s. w. 





Substituirt man wieder diese Werthe in die durch die Gleichungen (5.) gegeb- 
nen Ausdrücke der Gröfsen pP, Pay +++ Pn„ So giebt die erste Gleichung: 


u ee | „or) „on 
Pi ie +aa@ +...—0"a”!ıp, 
2 7 man | | „(n) An) 
+ {a "+ a” P" -- + a ph pa 
0-0" +... ta N)a N p,. 
Weeen der ganz allgemeinen Bedeutung der Grölsen p; mufs also sein: 
8. aa +" a" r nt aa) — 1, 
’ -- " mi n) An) ul 
ad Ha" "+ Lem a = 0, 
[B y- a y" de ..), yr) u 3 5 
a' ©’ ‘ PM a ai TO ) ame 0. 














4. 6.6. J. Jacobi, zur Theorie der Säcularstörungen. 99 


Analoge Gleichungen wie die hier in Bezug auf « erhaltnen kann man in Bezug 
auf jedes $, y etc. aufstellen, wenn man in den Ausdrücken (5.) von pP, pP; elc. 
die Werthe von g,, 43, -... 9, aus (7.) substituirt. Diese Gleichungen ergeben 
sich auch sämmtlich auf einmal, wenn man die Summe der Quadrate der 
Werthe (7.) von 91, 923 --»- 49. bildet, welche zufolge (6.) gleich 


PıPz-t PaP2 ++: HPnPn 


sein mufs. 

Wenn man, anstatt die Quadrate der Werthe (7.) der Gröfsen g; un- 
mittelbar zu addiren, vorher 95 mit x’, g} mit x”, u. s. w. multiplieirt, wo 
x, 2",.... x” die n Werthe von x bedeuten, so erhält man auf der linken 
Seite der Gleichung das Aggregat 

Dar Fin us a Fin EREeEn ae au 7e 
zur Rechten eine homogene Function zweiten Grades der Gröfsen p; und in 
derselben als Coelficient von p} den Ausdruck 
cr"... +. a, 
als Coöfficient von 2p,p, den Ausdruck 
HE". PB"... +. N, 
und ähnliche Ausdrücke für die übrigen Coöfficienten. Diese Ausdrücke lassen 
sich aber unmittelbar auf die Zahlencoöfficienten der Gleichungen (1.) zurück- 
führen. Die erste dieser Gleichungen ergiebt nämlich: 
x a — (a,a)e' +(a,b)P' —+....-+(a,p)@, 
x" — (a,b)a"-(a,b)ß"+....+(a,p)@”, 
u. S. W. 
Wenn man diese Gleichungen der Reihe nach mit «', «@", «", .... multiplieirt 
und addirt, so erhält man nach (8.) und (9.) den Coöfficient von p?, 
wa? a" a"... ea? — (a,ua). 
Wenn man hingegen dieselben Gleichungen der Ordnung nach mit pP’, 9" ete. 
multiplieirt und addirt, so erhält man den Coefficient von ?p,Pp: 
CU HE AH... team) — (a,b), 
und auf dieselbe Weise ergeben sich die Werthe aller übrigen Coefficienten 
der homogenen Function 2ten Grades. Man findet so die Gleichung 
10. rt... +2) = 
(a, ap + 2(a,b)pıpz + 2(a, ec) PP +++» 
+ 6,b)p +2b,e)rpst---- 
+ Bon +... 
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Hätte man statt der symbolischen Ausdrücke (a,a), (a,d5) u. s. w. wirklich die 
Quadrate und Producte aa, ab u. s. w., so würde die homogene Function 
zur Rechten sich in das Quadrat {ap, --bp--cp; + ....\” verwandeln. 

Auf eine noch übersichtlichere Art ergiebt sich die Gleichung (10.) 
aus den Gleichungen 


(a,a)pı +(a,db)m +(a,0)p +... = ray +" tr" ad". G-+..... 

b,ap + bb) +b,)p +... = ep y+te"P' te" P" G-+...., 

C,)p + b)p +, )p +... = ey ta" g+tE2"y" -+...., 
u. Ss. W., 


die man dadurch erhält, dafs man für die Gröfsen p; ihre Ausdrücke durch die 
Gröfsen g; setzt, und die Coöfficienten der einzelnen g; vermittelst der Gleichun- 
een (1.) auf einen Term redueirt. Multiplieirt man die vorstehenden Gleichungen 
der Reihe nach mit p,, pP; u. s. w. und addirt sie alle, so erhält man links die 
obige homogene Function 2ter Ordnung, und rechts vermittelst der Gleichun- 
een (7.) den Ausdruck 
tet tang, 

In der Abhandlung .„‚„De binis quibuslibet functionibus etc.” im 12ten 
Bande von Crelle’s Journal bin ich von den beiden Gleichungen (6.) und (10.) 
ausgegangen, und auf dem umgekehrten Wege zu dem System (1.) und den 
Gleichungen (3.) und (4.) gelangt. 


Allgemeine Correetionsformeln der Werthe der Unbekannten. 


+. 


Aus den bereits entwickelten Relationen zwischen den verschiedenen 
Systemen von Werthen der Unbekannten, welche den verschiedenen Werthen 
von x entsprechen, lassen sich auch einfache Ausdrücke für die nach den Gröfsen 
(a,a), (a,b), ..... genommnen partiellen Differentialquotienten von x, @,P,.... 
folgern. Diese parliellen Differentialquotienten bestimmen die für kleine Änderungen 
der Zahlencoöffieienten (a, a), (a,b) etc. an den gefundnen Werthen anzubrin- 
genden Correclionen, wenn man die Quadrate und Producte dieser Änderun- 
gen vernachlässigt. Es ist hiebei nur nöthig, die Differentialquotienten zweier 
Grölsen, x’ und «, zu suchen, da die übrigen sich ganz analog bilden lassen. 
Bezeichnet man durch 

(a,a)+-Ila,a),, =-+da, «-+Ad us. w. 


',@ u.$. w., und vernachlässigt man die 


die geänderten Werthe von (a,«), x 
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2ten Potenzen der Incremente, so dafs die Formeln für Differenliale sireng 
richtig sind, so hat man zuerst aus (1.) 

a'.4x' — {a'- I (a, a) - du I(a,b)-+y-JI(a,c 

— f(a,a)— a) da -+(a,b)AP--(a,c)dy'-+...., 

p:Ax' — {a A(b,a)-- P'- Ab, | 

11. — (b,a)da (db, db) — a} AP +(b,e)dy --...., 

y.d42'— (a. 46, a)+-P-A(c,b)4y-A(c,c)--....! 

— (6,a) da -+(c,b)AP + Ic, )—a) Ay ..... 


eic. 


v 
—_—— 





! 


Multiplieirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit «', P', y', .... und 
addirt sie nach geschehener Multiplication, so verschwinden wegen der Glei- 
chungen (1.) die Gröfsen zur Rechten des Gleichheitszeichens, und man erhält. 
da der Coöfficient von fx’ =1 wird: 

12. 4x = aa -Ala,a) +? eye b)--2a'y'.-Ila,c)-- 


| 
HE EETTITEE 
L v'y .A(c, ec) ©. 


Um die Correctionen 1«', 4/5’ etc. zu erhalten, verfahre ich wie folgt. Ich ad- 


dire zu den Gleichungen (11.) auf beiden Seiten der Reihe nach die Gröfsen 
(2 — 2") Aw, (a —a")AP, (e—a")Ay' etc., multiplicire sie hierauf mil 
’ 


’ I ’ 


eo", 9", y' etc. und addire alle. Ebenso addire ich zu den Gleichungen (11.) auf 
beiden Seiten («—x")Ao', (€ —x") AP ete., multiplicire mit «”, > 
addire, elc. etc. Durch dieses Verfahren verschwinden jedesmal die Ausdrücke 


rechts vom Gleichheilszeichen und der in 7x’ multiplieirte Term, und man er- 


ZH 


ete. und 


hält zwischen den » Varialionen fc, 4/' etc. a— 1 Gleichungen: 
(w— 2") AP" ap Ay" dry ....\ 
— a" Ila,aa)+-la"P-+aj Zr Aw" I(b,b) etc., 
(— a") AB" aß Ay"Ay ti...) 
— aa I(a,a) + {+ ap" A(a,b)-+P"p'A(b,b) ete., 
etc. elc., 
zu welchen als nte noch nach (3.) die Gleichung 
«da + AP +yAy-+... = — 


kommt. Multiplieirt man diese letzte Gleichung mit «’ und die n— I vorhergehenden 


" m 


[04 


respective mit u.s. f. und addirt alle, so werden zufolge (9.) 


et 
die Gröfsen SP’, 4y' etc. sämmtlich eliminirt und man erhält: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heftl. - 
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: y ‚\ aa ı a" a 
13, Au = 0 ee 2 ar +...) 4(a,0) 





| +( gr BuR L aa! wi .. ri EL, 27 A af Ki ig .))4ta,b) 


et ge a" — ır" - oe X — x" N 


1 wa + +...1408,5) + ete. 


| (ee T gm 
Man hat daher aus (12.) und (13.) die strengen Differentialformeln : 


ox' oa 
\ — a PU > - =_— ? 0 9; etc. 





0«' a ß" a'' m 
—— ß 4... h : 


dla,.a) Aura tat; a 6 aa" 
a, re +5 > ÄRRRRRNER. ; (RERTERE: 4 tr OR. 
°(a,b) «a dla (a, a) 3" 9(b,b) 2)’ o (b,c) fe sn ' öle,e)? 
Mit den nöthigen ee nk geben diese eleganten Formeln die ersten 
Differentialquotienten aller Unbekannten der n Systeme nach allen Coöfficienten 
des gegebenen Systems (1.). Man sieht aus denselben, dafs die ersten Diffe- 
rentialquotienten der Wurzeln der Gleichung nten Grades ohne weitere Rech- 
nung unmittelbar durch die Werthe der Unbekannten gegeben sind, und dafs 
die ersten Differentialquotienten jeder der Unbekannten «'?, 5 etc. nach den 
Gröfsen (a, b), (b, ec) etc. sich aus ihren ersten Differentialquotienten nach den 
Gröfsen (a,a), (b,b) etc. leicht zusammensetzen lassen, so dafs man nur diese 
leiztern zu berechnen hat, von welchen wieder je zwei auseinander durch die 








14. 





Q> 
N 
ae 
N 
RL 
N 


etc. 


rn od ! 
Gleichung — Eee £ en erhalten werden. Die ersten Differentialquotienten 


der Gröfsen «, weh hr geben ferner sogleich auch die zweiten der Wurzeln 
x’, x” etc. Wenn die Incremente 4(a, db) und 4(b,«a) verschieden sind, so hat 
man für (a,b) in (12.) ihre halbe Summe 4(4(a,b)- 4(b,a)) zu setzen, 
und in (13.) den ersten Theil des mit 7/(a,d) multiplicirten Aggregats mit 


I(a,b), den zweiten mit /(b,a) zu multipliciren. 


Aufstellung der numerischen Gleichungen, von welchen die Säcularstörungen der Excen- 
tricitäten und Längen der Perihelien der Bahnen der Planeten abhängen, in der in Bezug auf 
die Diagonale symmetrischen Form. Formeln zur Bestimmung der willkürlichen Constanten. 


d. 

Von einem System von der Form der Gleichungen (1.) hängen die Säcular- 
störungen der Excentricitäten und Längen der Perihelien der Bahnen der sieben 
Hauptplaneten unseres Sonnensystems ab. Die zur Aufstellung dieser Gleichungen 
nöthigen numerischen Daten entnehme ich aus Herrn Leverrier’s Aufsatz „Sur 





.— 


KETTE EIER En 
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les variations seculaires des elements des orbites etc.” in den „Addilions ä la 
connaissance des lemps pour l’an 1843.” 


Bezeichnet e die Exceniricität der Merkursbahn, ® die Länge ihres Pe- 
rihels, und setzt man 


h= esin®, ! — ecosö, 
werden ferner dieselben Gröfsen für Venus, Erde, Mars, Jupiter, Saturn und Ura- 
nus durch die nämlichen Buchstaben mit einem, zwei, drei, .... sechs Accenten 


bezeichnet, so hat man für die Gröfsen A und /, wenn man sich auf die Glieder be- 
schränkt, die von der ersten Ordnung der Excentricitäten sind, folgende lineäre Dif- 


ferentialgleichungen, in welchen 2 die Zeit, in Julian. Jahren ausgedrückt, bedeutet: 
dh 





#9 +8,N)+..47—- [81] — [02] —...., 

di ey In ılz ! " 

7 710 D+09N+...}%-[0,1]% 4 10, 2]2" +...., 
I. dh' u 

= + D+..47- Toll — [52] 

—- —= — (1,04, 9+...4%#+|1,0|4 + aa + A 


etc. elc. 
(Laplace, Mec. cel. Buch II. $. 55.). Die Coöffieienten (Ü, I) etc. und 10,1] etc. 
hängen nur von den Massen der Planeten und von den grofsen Axen ihrer Bahnen 
ab. Bezeichnet man die ersten mit »» und die halben Axen mit «4, und versieht 
diese Gröfsen ebenso mit Accenten wie die andern Gröfsen, so sind je zwei 
Coöfficienten wie (0, I) und (1,0), 10, 1] und 1,0| durch die Gleichungen 
m ya (0,1) = m ya’ (1,0), 
2. ınya\0,1| = ın' ya’ 10] 

mit einander verbunden. Setzt man zur Integration der Gleichungen 1. 

h = N,sin(gt+P); = N,cos(gt-+P), 

W — N, sin(gt-+P); ! = N, cos(gt--P), 

eic. elc., 

wo g und die Gröfsen N Constanten bedeuten, so erhält man durch Substitution 
dieser Ausdrücke in die Gleichungen I. sieben Bedingungsgleichungen zwischen 
g und den Gröfsen N: 


(9 — (0,1) — (0,9) — ...) +0, 1], --[0, 2 9,210, +.... = 0, 
II. ON +1) (19. IN HEN +... —=Q, 
130)N+13 110 +69) — (1)... Jr +... = 0, 


etc. 
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Eliminirt man aus diesen 7 Gleichungen die Verhältnisse von 6 der Gröfsen N 
zur Tien. so erhält man für g eine Gleichung siebenten Grades, also sieben 
Wurzeln 4, 4’, 9", .... 9”, und ein zu jeder gehöriges System von Wer- 
then der Verhältnisse der sieben Grölsen N. Die allgemeinen Integrale der 
Gleichungen I. sind dann: 


h — N, sin(gt-+P)- r N; sin (gE+-PN)-+...., 


In ! — N,cos(gt+ß)+N,cos(gt-P)-+...., 
| h" — N, sin(gt-+-P)-- N, sin(g’t--P)-+...., 
! —= N,cos(gt--P) IN ıcos(y TAB SW Br 


Da in jedem System nur g und die Verhältnisse der Gröfsen N; bestimmt 
sind, eine der Gröfsen N, und der Winkel willkürlich bleiben, so hat man im 
Ganzen noch 14 willkürliche Constanten, welche durch die als gegeben anzu- 
sehenden Anfangswerthe der 14 Gröfsen A und ? bestimmt werden müssen. 
Nimmt man für die Gröfsen m und @ folgende Zahlenwerthe an: 








| Masse ‚Halbe gr. Axe 
Mercur | ygolroe ı 038709812 
Venus 01837 0,72333230 
Erde SSegsT 1,00000000 
Mars | ge8%337 1,92369352 
Jupiter 1050 9,20116636 
Saturn 3315 9,33787090 
Uranus | 7375 | 19,18330500 





so werden (nach Leverrier a. a. OÖ. S.13) die Werthe der Gröfsen (2, k) in 
Sexagesimalsecunden ausgedrückt: 




















L 
i) DU BEE 5 006 

ol = Tore 0,103506 | 0,019797 |0,00024016 | 0,00002855 | 0,00000247 
'112,910335| =  15,174037 | 0,468978 |0,00409110| 0,00047742 |0,00004104 

2 [0,891538 | 6,860112 1,817218 |0,00912341 | 0,00103919 | 0,00008866 

ı 3 10,027984 |, 0,102046 | 0,298228 | 3% 0,00310537 | 0,00032980 | 0,00002755 

4 11,601114|4,198404|7,061544|14,645853 + |18,196879 |0,934785 | 
ı 5 [0,077059 | 0,198360 | 0,325649 Qa20730|7,207279 2 1,390990 | 
16 0,001852| ‚0,004740 ı0,007723| 0,014625 | 0,105202 0,386656 * 








Durch Addition der unter einander stehenden Zahlen erhält man die Zahlen, 
welche in der Diagonale in III. von g abgezogen werden. Substituirt man ferner 
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in III. die von Herrn Leverrier gegebnen, ebenfalls in Sexagesimalseeunden aus- 


gedrückten, Werthe der Coefficienten |?, k|, so wird das aufzulösende System 


Gleichungen: 
f (9 — 5509882). N + 13870086. N, +0,422908 N, --O,00°S14N, 0, 





| 
+0,148711N,-+-0,003908 N, H 0,000045 N, 
0257865 N, + (g— 11,811654) N, + 5,7 11900 N, 40,058717 N, Ei; 
++ 0,728088 N, + 0,018788 N, +0, 000724, ) 
0,049099 N, +- 4,308033 N, -- (9— 12,970687) N, --0,229326 N, | ng 
+ 1,689087 N, +0,042580 N; +0,000504 N, 
v. 39006235 N, 0,26985 1. N, - 1,397369 N, + (9— 17,596207) X, | Eon 
+ 5,304038 N, --0,125346 N, 40,00 145 1, \ ’ 
0,0000223 LN,+-0,00070948N, 0,002 18227 8,--0,00112467 N, ! zo 
+(9—7,489041) N, --4,815454N, 0,0353 10 N, 
0,00000 145 N,-- 0,000045 72, --0,000 13585 N, --0,00006565 N ee 
+11,893979N,-- (918, 585410)N,-40, 3372410) 
0,00000006 N ,-1-0,00009 194 N, --0,00000579 85--0,00000773N, | Me 
\ +0,313829 N, +0,835482N,4+(9—23,325935)N,| 


Das hier vorliegende System hat noch keine in Bezug auf die Dia- 
senale symmetrische Form, wie sie der Gegenstand der Betrachtung in den 
vorhergehenden Paragraphen gewesen ist. Diese Form kann ihm aber ver- 
möge der Gleichungen Il., die zwischen je zweien zur Diagonale symmetrisch 
liegenden Coeffieienten Statt finden, sehr leicht gegeben werden *). Setzt man 
nämlich in den Gleichungen V. 

vor NEM RE N _ KM) 
Y(m°’ ya°)’ Y(m' ya)’ e v(im“ ya‘) 


und multiplieirt nach Ausführung dieser Substitution die erste Gleichung mit 











Yan" Ya’), die zweite mit x Va’ ya’), u. 8. f.. so bleiben die Coefficien- 


ten in der Diagonale unverändert und es ist nach II. klar, dafs nun allge- 
mein der Coefficient in der ?ten Horizontal- und Akten Verticalreihe gleich 
dem Coöfficienten in der Akten Horizontal- und öten Verticalreihe werden mufs. 





*) Dadurch, dafs man früher diese vorläufige Präparation, durch welche die zur 
Diagonale symmetrisch liegenden Coöfficienten gleich werden, verabsäumt hat, ist, abge- 
sehen von der angewandten Auflösungsmelhode, die Mühe der Rechnung fast verdoppelt 
worden. 





vil.; 
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Man erhält so mit Anwendung der Werthe 


6,75647%0— 10... . = logy(m’ ya’), 
716250854 -— =... . —= logy(m’ ya’), 
7,2240592 - - .... = logy(m" ya"), 
vn. 6,35316297 - - .... = logy(m”ya”), 
86684306 - - 2... —= logy(m' ya“), 
54720856 -— - .... —= logy(m’ ya‘), 
1940561 - - ... . = logy(m” ya“) 


folgende Gleichungen, in denen statt der Coäfficienten selbst überall, ausge- 
nommen in der Diagonale, ihre Logarithmen gesetzt sind: 
((9—5,509882.0) M,-+ 9,8655252M + 9,1586592M,47,8700057.M | 
+ 7,2604292.M,+ 5,8766796M ,+4,2156819M | 
9,8655 252M,+(g— 11,8116540)M, +0,6955298M,-- 9,0999439M,, En 
+ 8,356563 1M,-+6,9646084M, 4 5,319 1061M 
9,1586592M,--0,6955298M,+( g— 12,970687 .0)N;-+-9,7528822M, 
+-8,7832803M, + 7,3811819M, + ea BR 
7,8700057M,--9,0999439.M ,4-9,7528822 M,-1-( 9— 17,596207.0)M, 
-+ 8,8878063.M,-+ 7,4576700M;-H 5,7989267M, 
7,2604292.M,-+8,356563 1M,--8,7832803M,-- 8,5878063M, 
+ (9—7,489041 .0)M,-+0,8789822,-1-9,0223508M | 


— 





p) 





5,8766796.M, + 6,9646084M, -1-7,3811819M,-+ 7,4576700M, | Ba" 
+-0,8789822M,--(g— 18,585410.0)M;-+9,6439380M | 

4,21568 194, 5,3191061M, + 5,7325546M,- 5,7989267M, 
4 4-9,0223508M,-+ 9,6439380M;-+- (9—2,325935 Be gg 


Damit die Gröfsen M völlig bestimmt seien, füge ich zu den Gleichun- 

een VII. noch die Bedingung 
IX. M+M-+M}+...+M = 1. 

Die algebraischen Ausdrücke der mit (2, k) und |, 4 | bezeichneten Gröfsen 
haben den Factor m®, Ändert man daher die für die Massen oben ange- 
nommnen Zahlenwerlhe, indem man der Masse m“ einen wenig von I ver- 
schiednen Factor 1-+u giebt, so sind die für (2,%k) und li, Al angegebnen 
Zahlen noch mit diesem Factor 1--.“® zu multiplieiren. Hiernach erhält in 


der (@-+-1)ten Gleichung die von g abzuziehende Zahl, die in V. und VII. 


dieselbe geblieben ist, die Anderung 
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(2,0)-u+(2, 1). ....+(2,6)- u, 
wo jedesmal der Term (2,2)-u“ auszulassen ist. Nach der Art, wie die Glei- 
chungen VIII. aus V. abgeleitet sind, wird in VIII., wenn 2 und Ak von einander 
verschieden sind, der Coefficient von M,; in der (@-+-1)ten Gleichung 


De make: 
vente [ER], 


m) Ya 





und erhält daher den Factor 
Yyel+u)ı tu”), 

wofür man, da die Quadrate und Producte der Gröfsen « vernachlässigt wer- 
den, einfacher I--4(u” + u”) setzen kann. Auf diese Weise werden die Va- 
riationen der Coöfficienten der Gleichungen VIII. bestimmt, welche kleinen 
Änderungen der angenommenen Werthe der Planetenmassen entsprechen. 

Sind Au, 4; Au, 4 etc. die der Zeit 0 entsprechenden Werthe von 
h, 1; WA, U etc., und setzt man 


hO Y(m® Ya?) — H®, 10 Yn® Ya) — LO, 
bezeichnet man ferner die den verschiednen Wurzeln y, g',.... g'' entsprechenden 
Werthe von M; mit M;, M;,.... M/", so hat man zur Bestimmung der 14 will- 
kürlichen Constanten X, £; K', ß' etc. zufolge (IV.) und (VI.) die beiden 
Systeme Gleichungen: 
H —= M,-Ksind-+ M;- K' sin?’ .... + M"- K“ sin ß“, 
H' — M,-Ksin#+ M,- K' sinß' .... + My". K“ sinß”, 


H“—= M;-K sinß-+ M;- K' sinß' ....+ Mg" K“ sin", 


L = M-Kcosß + M;- K'cosß' .... + M}'- K"cosß“, 
L' = M,-Kcosß+ M;,- K’cosß' .... + Mj"- K" cosß”, 


L" = M;-Kcosß + M;-K'cosß’ .... + Mg". KY: cos”. 
Hieraus erhält man nach $. 3., da die Gröfsen M,, M, etc. mit den dort ge- 
brauchten «, ß etc. übereinkommen, 


A—=Ksinß — HM,-+H'M,....--H"M,, 
B= Kcosß — LM-+L'M,....+L"M,. 
A’ —=K'sinß' = HM,+H’M;....+H"M;, 
B' —=K'cosß' = LM; + LM, .....+L"M;, 


I 


I I 


eic. eic.,, 
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woraus sich die Werthe der Winkel .?, ?’ etc. und der Gröfsen A, RK’ etc. 
ergeben. aus welchen letztern durch die Formel (VI.) 
M'K" 


th 
N’ — — | 
(m) ya) 





die Werthe der Gröfsen N.” folgen. 
Zur Controlle der berechneten Werthe der Gröfsen N! und der Win- 
kel 5% können die Gleichungen 
0 — N, sinß-N; sin .... N; sin?”, 


(’) r I MT rvı gl 
E u N;,cosß-- N; cos?’ ..tN; cos 


dienen, welche aus (IV.) für 2=0 folgen. 


Wiederholte Transformationen des Systems der Gleichungen VII. 


6. 

In den Gleichungen VIII. bemerkt man, dafs im Allgemeinen die Zahlen- 
coeffieienten, die in der Diagonale stehen, beträchtlich gröfser sind als die 
übrigen, von welchen letztern die Logarithmen angesetzt sind. Wäre dies 
überall der Fall. so würde man unmittelbar durch ein leichtes und schnelles 
Näherungsverfahren, welches ich weiter unten auseinander setzen werde, die 
Werthe der Unbekannten mit beliebiger Strenge finden können. Sobald aber 
auch nur einzelne der Coöfficienten, die nicht in der Diagonale stehn, beträcht- 
liche Werthe haben, wie es in VIII. der Fall ist, kann dies Verfahren nich! 
angewendet werden. Dieser hinderliche Umstand läfst sich jedoch dadurch 
beseitigen, dafs man auf zweckmälsige Weise die Gleichungen transformirt. 
indem man mittelst einfacher lineärer Substitutionen immer für zwei der Un- 
bekannten zwei andere Gröfsen einführt. 

Es seien nämlich die Gleichungen 

+ (g-M)M-+...+ cM +. .+4,M, +... —=0, 

‚+ cM, +...+6,9-)M-...+41M,-+.... = 0 
zwei von den Gleichungen des Systems VIII, in welchen der aufserhalb der 
Diagonale befindliche Coeffieient e einen erheblichen Werth hat: so kann man 
dadurch, dafs man M; und M, durch andere Unbekannte P; und P, ersetzt 
und die beiden Gleichungen gehörig zu zwei andern combinirt, das gegebne 
System in ein andres von ähnlicher Form verwandeln, in welchem, während 
g unverändert bleibt, der Coefficient, welcher an die Stelle von e tritt, ver- 


schwindet. Setzt man nämlich 
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M, cosa@a P;— sina P,. 

M, sine P;-+-cosaP,, 

so wird jetzt in jeder von den beiden Gleichungen die Gröfse y in zwei Gliedern 
stehn. Man kann aber aus ihnen sogleich wieder zwei solche Gleichungen ableiten. 
die g nur in Einem Glied enthalten, wenn man einmal die erste Gleichung mit cos «, 
die 2te mit sine multiplicirt und sie nach geschehner Multiplication addirt, und 
dann die erste mit — sine, die zweite mit cos« multiplieirt, und beide nach ge- 
schehner Multiplication ebenfallssaddirt. Die neuen Gleichungen werden dadurch 


+9 acos’a—bsin’«-+?esina cosa} P;--....+-{(a—b)sine cosa-+-ccos2e} P,-.... 


X. 


1 


4- (h,1cos « --h,,sin ct) M,-+ 00 0, 
... +1(4—b) sine cosa+-e cos?a} P; +... {9- asin’«—bcos’a—2esina cose\P, +... 
4 (A; sin« 1 Ayı COS«) M, - na EN. 


Man sieht, dafs hierdurch die Coöfficienten, welche in beiden Gleichungen dem 
c entsprechen, wieder wie früher einander gleich werden. Auch sonst be- 
hält das System seine Symmetrie, wenn statt M;, M, überall P;, P, eingeführt 
wird; denn im transformirten System werden die Coöfficienten von P; und P; 
in der (£--1)ten Gleichung 


h,;c0s@- A,,sine und —A,;,sine-+4,,cose, 
welche mit den Coöfficienten von M, in der oben angegebnen transformirten 
(2--1)ten und (%-+-1)ten Gleichung übereinkommen, weil nach der Eigenschaft 
des ursprünglichen Systems VII. man A,;—=A4, 1, Ay, hy hat. 
Man kann nun den noch willkürlichen Winkel « so bestimmen, dafs 
der an die Stelle von c getretene Coöfficient 





(a— b) sina cosa -+-ccos?a — 0 
wird, was für « die Gleichung 
2c 
) — 
Xl. tang?a ra 


giebt. Sind a’ und Ö’ die neuen, den frühern @ und 5 entsprechenden, Grö- 
fsen in der Diagonale, so hat man 

a — acos’a + bsin’« — 2csina cosa, 

b' —= asia -+bcos’a-+N2esina cose, 
und daher zur bequemen Berechnung von «' und Ö’ die Formeln 

’d4—=b-a, 
X. b' ! b—a ir 2c 
us) cos2« sin2@’ 








| 
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welche zugleich durch den für d’—-«' angegebnen doppelten Ausdruck eine 
Controlle der Rechnung enthalten. Die Werthe der beiden Systeme Gröfsen 

hiı cosa-h,ı + Sina-Arı, 
hyı 


in welchen / von 2 und & verschieden ist, können ebenfalls leicht controllirt wer- 


Be 


0080: 4,7 — Sina-h;ı, 


den, da der Winkel « derselbe bleibt, und daher zwischen den Summen der den 
verschiednen / enisprechenden Gröfsen die nämlichen Gleichungen Statt finden. 
Die Summen der Quadrate der Zahlencoöffieienten des gegebnen und 
transformirlen Systems sind einander gleich, wenn man jeden Coöfficienten so 
oft als er vorkommt nimmt, d.h. die aufserhalb der Diagonale befindlichen 
zweimal. Denn für jedes / ist 4, 4-Afı = hiı+Är,ı; ferner 
(+4 — W) cos’ 2a + (a — E sin’l!a = (a-+-b) H(a—b}-+4c, 
und daher 
tl" — WW 2. 

Theilt man daher die Summe der Quadrate der Zahlenco£ffieienten in die Summe 
der Quadrate der in der Diagonale und in die Summe der Quadrate der aufserhalb 
der Diagonale befindlichen Coöfficienten, so wächst durch die Transformation die 
erste Summe um ‘ec’, während die zweite Summe sich um dieselbe Gröfse 2 ec‘, 
nämlich um die Summe der Quadrate der beiden vernichteten Coöfficienten, ver- 
kleinert hat. Wiederholt man die Transformation, indem man immer nur für zwei 
Unbekannte andre Gröfsen einführt, und zwei Gleichungen auf die angegebne Art 
zu zwei andern Gleichungen combinirt, so wird für jedes nach und nach durch 
die angegebne Transformation erhaltene System Gleichungen der Satz gelten, 

dafs die Summe der Quadrate der aufserhalb der Diagonale befind- 

lichen Coöfficienten um die Summe der Quadrate aller in den einzel- 

nen Transformationen vernichteten Coeöffieienten kleiner geworden ist 

als in dem ursprünglich gegebnen System Gleichungen, und dafs die 

Summe der Quadrate der in der Diagonale befindlichen Coefficienten 

sich um dieselbe Gröfse vermehrt hat. 

Man ersieht aus diesem Satze, dafs man in allen Fällen die Summe der 


Quadrate der aufserhalb der Diagonale befindlichen Coöffhieienten nach und nach 
so klein als man nur will machen kann, so dafs sie kleiner werden kann als 
jede gegebne noch so kleine Gröfse. Es lassen sich also auch alle einzelnen 
aufserhalb der Diagonale befindlichen Coöfficienten durch wiederholte An- 
wendung der angegebnen Transformation unendlich verkleinern. Man kann 
so immer dem Grenzfall, wo jene Coöfficienten ganz verschwinden und die 
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Gleichungen sich unmittelbar auflösen lassen, beliebig nahe kommen, ohne dafs es 
nothwendig wäre, dafs, wie in unserm Fall, schon Anfangs die Mehrzahl der Glieder 
aulserhalb der Diagonale von denen in derselben an Gröfse übertroffen würde. 
Ist nämlich rn die Anzahl der Gleichungen und S‘ nach der ersten 
Transformation die Summe der Quadrate der a n—1) aufserhalb der Diagonale 
befindlichen Coöffieienten, so wird. da immer wenigstens zwei dieser Coef- 
ficienten in jedem transformirlen System —0O sind, das Quadrat des gröfsten 
Ss 
FU duth 
sröfsten der aufserhalb der Diagonale befindlichen Coöfficienten zerstört, so wird 


Wenn man daher durch jede neue Transformation immer den 





die Summe im nächsten System < 8 (1 rsGen) im nächst folgenden 
2 2 . ; ar J i 
| a parent „ und nach 2 Transformalionen < s(1— une), 


welche Gröfse mit wachsendem : kleiner als jede gegebne werden kann. Diese 
Summen werden aber in der Wirklichkeit viel schneller abnehmen, da die Ver- 


‘) 


ringerung nur dann genau in dem Verhältnisse 1:1 — — Statt fände. 


("—i)(n-+1) 
wenn die aufserhalb der Diagonale befindlichen Coöfficienten aufser den zweien 


verschwindenden sämmtlich einander gleich wären. Man sieht zugleich, dafs die 
Transformation mit dem meisten Erfolg angewandt wird, wenn unter den aufser- 
halb der Diagonale befindlichen Coöfficienten ein Paar gleiche zur Diagonale sym- 





metrisch liegende Coöfficienten einen vorzugsweise bedeutenden Werth haben. 
Aus dem Umstande, dafs man durch den unendlich fortgesetzten Procefs die aufser- 
halb der Diagonale befindlichen Coöfficienten unendlich klein machen kann, folgt. 
dafs die Gleichung rten Grades lauter reelle Wurzeln hat. Denn nach jeder Trans- 
formation bleiben die Coöfficienten reell, und wenn die aufserhalb der Diagonale 
befindlichen verschwinden, werden die mil dem Minuszeichen behafteten Zahlen 
in der Diagonale die verschiednen Werthe von Y. 

Aus den eben gemachten Bemerkungen folgt noch der Satz, dafs die Summe 
der Coöfficienten in der Diagonale gleich der Summe der Gröfsen y und die Summe 
der Quadrate aller Coöfficienten gleich der Summe ihrer Quadrate sein mufs, 
wenn man für die Coöfficienten in der Diagonale immer die mit dem Minuszeichen 
behafteten Zahlen nimmt. Denn die beiden Summen behalten nach jeder Trans- 
formation denselben Werth wie in den ursprünglichen Gleichungen VII. und müs- 
sen ihn daher noch in dem Grenzfalle behalten, in welchem die Coefficienten 
aufserhalb der Diagonale verschwinden und die in der Diagonale befindlichen 


den Gröfsen g gleich werden. - 
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In den Gleichungen VIII. ist unter allen Coöfficienten aufserhalb der 
Diagonale der gröfste in der ten und 6ten Gleichung, dessen Logarithmus 
— 0,5789522. Dieser wurde bei der Rechnung zuerst zu Null gemacht, und 
so wurde auch bei allen folgenden Substitutionen im Allgemeinen die Regel 
befolgt, jedesmal den gröfsten von den aufserhalb der Diagonale vorhandnen 
Coöfliecienten gleich Null zu machen. Im Ganzen wurden nach und nach zehn 
Paare von Unbekannten durch neue ersetzt. Da die Ausführung einer Sub- 
stitution sehr schnell gemacht ist, und jede derselben für die Auffindung aller 
Systeme der Werthe der Unbekannten, welche die sieben Auflösungen erge- 
ben, zugleich Gewinn bringt, so schien es am vortheilhaftesten, dieser für alle 
sieben Auflösungen gleichzeitig vorbereitenden Rechnung die angegebne Aus- 
dehnung zu geben, obgleich man schon früher zur Anwendung einer Näherungs- 
methode hätte schreiten können. Wenn die jedesmalige erste Unbekannte mit (0). 
die zweite mit (1) u. s. f. bezeichnet wird, so sind die verschiednen Paare. 
die nach und nach durch neue ersetzt wurden, und die zu der Substitution 


dienenden Winkel «& folgende: 





((IV) und (V) .... a = +26 52’ 38,12, 

(DD) - (ID ....- - +4140 5,9, 

(0) - (DD :...-- +17 920,35, 

(I) - (ID .-...- - +36 22 14,58, 

XIII. (VW) - O$D....- - —11 54 41,37, 
(0) - (ID) ....- - + 131 11,46, 

a SS; LUDTENEMGRRTLE, ı.7 2 7 > 

(V) - Oo) .... - - — 057 36,18, 

(0) - UIID ....- - — 059 46,42, 

(CD - (HD ....- - + 138 7,62. 


Man sieht, dafs nur die Unbekaunten (0), (I), (IT), (IH) und wiederum 
die Unbekannten (IV), (V), (VI) mit einander verbunden worden sind, und 
so hat sich bei diesen Transformationen die Gruppirung der sieben Planeten 
in veer und drei von selber dargeboten, ohne dafs hiebei von der Strenge 
etwas geopfert werden durfte. 


Die unten folgende Tabelle giebt die sein Systeme, in welches das 
gegebne nach und nach transformirt worden ist, wobei ich in jedem System den 
Coöfficient, welcher in dem folgenden Systeme beseitigt ist, durch Sternchen 
bezeichnet habe. 
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Schemata der Gleichungen (VII.) und der zehn transformirten 
Systeme. 


(Es ist aufser den Gröfsen der Diagonale abwechselnd blofs die obere oder die untere 
Hälfte jedes Schemas angesetzt, das letzte jedoch vollständig ausgefüllt worden. Nur 
in der Diagonale stehn Numeri, vor welchen die Gröfsen g weggelassen worden, 






























































































































































sonst überall die Logaritimen, bei welchen durchweg — 10 zu ergänzen ist. Wenn 
die Logarithmen zu negativen Numeris gehören, ist es durch n angezeigt. ) 
0. 1. ll. II. IV. m VI. 
Gegebenes System. 
—5.5098820 | 9.8655252 | 9.1586592 | 7.8700057 | 7.2604292 | 5.8766796 | 4.2156819 | © 
— 11.811650 10.6955298 9.0999439 8.365631 6.9646084 | 5.3191061 } 1 
0 I—5 5098820 — 12.9706870 9.7528822 8.7832803 7.3811819 | 5.7325046 | 2 
| 9.8655252 |—11.8116540 —17.5962070 8.8878063 7.4576700 | 5.7989267 | 3 
2 9.1586592 | *10.6955298 |—12.9706870 —7.4890410 | *10.8789822 , 9.0223508 | 4 
3 7.8700057 9.0999439 9.7528872 | —17.5962070 — 18.5854100 9.6439380 5 5 
4 7.2197860 8.3157530 8 7422682 8.8462593 |—3.6933425 —2.3259350 #6 
> 6.87857034n 1.9755587n 8.4031471n 8.5099694n x —22.4211085 
6 4.2156819 9.3191061 9.7325546 9.7989267 9.4669363 9.5382132 2.3259350 
Erstes transformirtes System. 
Zweites transformirtes System. 
—9.9098820 | *9.8088089 9.5799453n 7.8700057 7.2197860 6.8787034n| 4.2156819 | 0 
— —17.3968844 a 9.6724433 8.7175126 8.3780737n) 5.7117103 I 1 
0 I—5.3111122 — 17.3854565 9.5304363 8.4395088 8.1009230n| 5.4231118 | 2 
1 > —7.5956542 —17.5962070 | 8.8462593 | 8.5099694n} 5.7989267 I 3 
2 9.5601792n] 9.0497211 |—17.3854565 —3.6533425 | a 9.4669363 IF 4 
31 9.1638436 |  9.6505590 | *9.5304363 |—17.5962070 —22.4211085 | 9.5382132 1 5 
4 8.2298539 8.6934635 8.4395088 8.8462593 |—3.6533425 | —12.3259350 ] 6 
5 7.8902619n|  '8.3540409n 8.1009230n 8.5099694n * —22.4211085 | 
6 9.2242105 9.6876443 9.4231118 9.7989267 9.4669363 9.5382132 1—2.3259350 
Drittes transformirtes System. 
Viertes transformirtes System. | 
—5.3111122 > 9.3138512u 95222066 | 8.2298539 7.8902619n) 5.2242105 | © 
—| —7.5956542 9.5508572 9.4678118 8.6934635 8.3540409n| 5.6876443 | 1 
0 I—5.3111122 — 17.1356554 > 8.8046407 8.4675546n| 5.7683052 | 2 
1 * —7.5956942 — 17.8460080 8.6042303 8.2688686n| 5.5436860 | 3 
2 9.3138512n 9.5508572 |—17.1356554 —3.6533425 > *9,4669363 | 4 
3 1 *9.5222066 9.4678118 iS — 17.8460080 —22.4211085 9.5382132 15 
41 8.2203099 8.6839195 8.7951029 8.5946971 |—3.7151584 2.3259350 ] 6 
B) 7.8902619n 8.3540409 8.4675546n 8 2688686n) 8.8529238n/— 22.4211085 
6 7.4465920 8.0102012 8.1212408 7.9207282 ’%k 9.5287595 |—2.2641190 
Fünftes transformirtes System. 
0. 1. ll. 1. , IV. V. v1. 
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0. I. ll. IM. IV. V. v1. 
Sechstes transformirtes System. 
—5.3022811 |  7.8914390 | *9.3136984n a 8.2466210 7.9168235n| 7.5728881 5 ® 
| —7.5956542 9.5508572 9.4676590 4.6839195 8.3540409n| 8.0102012 JE | 
0 I-5.3022811 | - 17.1356554 7.17374784 $.7951029 8.4675546n| 8.1212408 | 2 
| 6.0970453 | -—7.5824233 —17.8548391 8.5896508 8.2638698 7.9156789 # 3 
2 9.3140047n| x — 17.1488863 —3.7151584 8.8529238n a 4 
B. a | 9.4676593 7.7368910n]——-17.8548391 —22 4211085 9.5287595 #5 
ı | 82466210 |  8.7040099 | 8.7821072 | 8.5896508 |—3.7151584 — 2.264110 | 6 
5 7 9168235n 8.3742385n 8.4546278n 8.2638698n] 8.8529238 |—22.4211085 
6 7.5728881 8.0302850 8.1082409 7.9156789 a | #9.5287595 |—2.2641190 
Siebentes transformirtes System. 
Achtes transformirtes System. 
—5.3022811 |  6.0970453 | *9.3140047u| > 8.2466210 | 7.9200467u| 7.5564556 | © 
| —17.5824233 | 2% 9.4676593 | 8.7040099 | 8.3774615n| 8.0138517 | 1 
0 1-5 2986987 | I—17.1488863 | 7.7368910n]| 8.7821072 8.4578325n! 8.0917138 J 2 
l 6.0969796 | —7.5824233 | —17.8548391 8.5896508 8 2670610n| 7.8990825 1 3 
2 2 ı 4.3372594 |—17.1524687 —3.7151584 8.8528628n) 7.0770747n] 4 
3 5.9771051 *9.4676593 |  7.7368253n/—17.8548391 —22.4267712 * > 
ı 9 8.2198352 8.7040099 | 8.7842368 | 8.5896508 |—3 7151584 —2 2584562 | 6 
i) 7.8931143n 8.3774615n!|  8.4599504n 8.2670610n! 8.8528623n| — 22.4267712 
6 7.296841 8.0138517 | 8.0933446 7.8990825 7.OTTOTATN| * —2.2584562 
Neuntes translormirtes System. 
Zehntes transformirtes System. 
(—5.2986987 | 6.106176 | 3% 5.9602777 | 8.2198352 | 7.8931143n| 7.5296841 
6.1061176 | —7.5740431 | 6.1861782n 5 8.7132591 |  8.3867961n| 8.0230921 
Rn 6.156 1752n)—17.1524687 7.7366533n| 8.7842368 | 8.4599504u 8.0938446 
AIV. /  5,9602777 | x | 7.7366533n)—17.8632192 | 85730312 | 82505934nl 7.8824471 
8.2198352 | 8.7132591 | 8.7842368 | 8.5730312 |-3.7151584 | 8.8528628n| 7.0770747n 
7.8931143n) . 8.3867961n) 8.4599504n|  8.2505934.| 8.8528628n|—22.4267712 > 
1.5296841 | 8.0230921 | 3.0938446 7.8824471 1.0770747n > —2.2584562 


\ 
x 














In dem System VIlI. geben die in der Diagonale befindlichen Zah- 
len noch keine Vorstellung von der Gröfse und der Aufeinanderfolge der 
sieben Wurzeln y; aber schon sogleich nach der zweiten Transformation er- 


hält man durch diese Zahlen eine starke Annäherung an alle sieben Wurzeln 


auf einmal, welche bald so grofs wird, dafs sie nur noch kleiner Correctio- 


nen bedari 


Wenn man alle in (Xl1l.) angegebenen Substitulionen von der Form (X.) 
zusammenfafst, so dafs die Unbekannten M des Systems ( VII.) unmittelbar 
durch die Unbekannten des letzten transformirten Systems, welche ich mit 


R,. 


R,. 


R; 


bezeichnen will. ausgedrückt werden, so findet man, wenn man statt der Zahlen 
die Logarithmen. aber mit den Vorzeichen der Zahlen, setzt: 
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M, == 9,9799291 R,— 9,470363? R, + 8,4405 137 RB, — 8, 2284096 R,, 

M, = 9,3810153 R,+ 9,5476757 R, — 9,746 1559 R, -- 9,566 1156 R,, 

M;, = 9,24:0836 BR, + 9,80896 12 R, + 9,7638502 RR, — 9,6089433 RR, , 
XV. ! M,= 80433639 R, + 8,6533681.R, -+ 9,7729660 R, 49,905 1314 R,. 

M,— 9,9409002 R, — 9,6581055.R, 1 952467542 R,, 

MN, — 96457624 R,-- 9,9495507 R, + 9,034395 1 R,. 

NM, = —9,3147106 R, — 8,2146974 R, -- 9,9904855 R,. 

So oft vermittelst dar Gleichungen X. zwei Unbekannte durch zwei 
neue ersetzt werden, bleibt die Summe ihrer Quadrate unverändert. Da nie- 
mals eine der vier ersten Unbekannten mit einer der drei letzten verbunden 
worden ist, sondern beide Gruppen nur unter sich, so mufs man folgende 
zwei Gleichungen besonders haben: 

MM --M-+-M} = R}+-R?--R-R:, 
M? Me -M — R?- ORILR?. 
Seizt man links statt der Gröfsen m ihre Ausdrücke XV.. so erhält man für 
die Coöfficienten der vier ersten Gleichungen XV. zehn und für die der drei letzten 
sechs Bedingungen, die zur Prüfung der Zahlen in (XV.) benutzt worden sind. 
Aus diesen Bedingungsgleichungen folgt auch noch, dafs, um umgekehrt die 
Gröfsen R durch die Gröfsen M auszudrücken, man in jeder der beiden Grup- 
pen in XV. nur die Horizontalreihen und Verlicalreihen der Coöffieienten mit 


einander zu vertauschen braucht. 





Näherungsmelthode zur numerischen Auflösung des Systems der Gleichungen (1.), wenn 
die aufserhalb der Diagonale befindlichen Coöfficienten als kleine Gröfsen erster 
Ordnung betrachtet werden können. 


7. 
Wenn in dem System der n Gleichungen (1.) 
Ka,aa—z)a-+ (a,b) ß + (we)y ...:+ (sp) — 0, 
b,a)a +4b,b)—a\B+ (b,e)y ....+ (b,p)a —=U, 
(e,a)a + (6,5)B Hl )—a}y....+ (e,p)a =UQ, 


(pa)a + (pb)P + (Be)Y TERM -TO— U, 
die aufserhalb der Diagonale befindlichen Coöfficienten (a, b). (a, c) etc. als kleine 
Gröfsen erster Ordnung betrachtet werden können, so lassen sich die Werthe 
der Unbekannten durch eine successive Annäherung finden. welche sehr rasch 
zum Ziele führt und jede Strenge verstattet. 
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Bezeichnet man nämlich im Allgemeinen den Werth einer Gröfse # durch 
u—= Pu+du+f'u+dl"u etc., 


wo .f'u den Näherungswerth, Su, Su etc. seine successiven Correctionen 
von den verschiednen Ordnungen bedeuten, so dafs f'w eine kleine Gröfse 
der 2ten Ordnung ist, so findet man in unserm Falle diese immer kleiner wer- 
denden Gröfsen auf folgende Weise. Zuerst bemerke ich, dafs man als Nä- 
herungswerth von x jede der n Gröfsen 

Fü. ei. m,  EOET,  . .;, 2, Tan 
annehmen kann. Für jede dieser Annahmen erhält man ein System von Wer- 


then der Unbekannten. Es reicht hin, das Verfahren für eine dieser Annahmen 
A’x — (a,a) auseinander zu setzen. Man erhält für diese Annahme zunächst 


12412 —=(a,a), 22—0, 210, ee. 
(£ 








« 
| ıß En (b, a) Ze ka) I 
7 @« (a,a)—(b,b)’ « (,a)—(e,c)’ .. 


Der Werth von x weicht nämlich von (a, a) nur um Gröfsen der zweiten Ordnung 
ab, weshalb die in (XIV.) in der Diagonale befindlichen Coefficienten die Werthe 
der Wurzeln . sogleich mit so grofser Annäherung geben, dafs es nur einer leich- 
ten Verbesserung bedarf, um die wahren Werthe zu erhalten. Die Quotienten 


r / . ax 
. - etc. sind Gröfsen der ersten Ordnung; der Werth von « selber, welcher — 
[24 [4 


in 12 I ee —— „ weicht daher von der Kinheit ebenfalls nur um 
ı { P Y 
| (1+ ) +(2) + etc.) 


Gröfsen der zweiten Ordnung ab. Die Correctionen der Gröfsen # etc. von 
& 


der zweiten Ordnung erhält man aus den Gleichungen: 


| ... Ä ' ‚Ö 
((a, a) — (b, b)} 4? ß — (b,0)4 2 +(b, d)4 tee 


“ 
(so! RZ = (e Daftree days 
I de, vr. ) & an a; a ’ & Ts 
etc. eic. 


Die Correctionen von x von der zweiten und dritten Ordnung erhält man hier- 
auf durch die Gleichung 


L242x — (a,b) P +1 £\ +(q, tt 2) + etc. 


& 








ern 
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Pu 


Die Correctionen der Gröfsen > ete. von der dritten und werten Ord- 


nung ergeben sich aus den Gleichungen: 
(a, (+ 22422} 2° 


„6 2 N aß 
== br E+BdL—H etc. {2442} (4 £ + 4 e); 


& 





Ka,a)—(e,)+#r-+ Ir) PZ 
— (C, by) #’ ß + (c, dr. -- le. — (x x) p4F x v; Y | 
o & + -- ji 
etc. etc. 


((a,a) —(b,b)4- La+22}0L — (b, PLZ +0, d)RI4 ete., 


Ka,a)— (sc) +fc+ fx} SZ nn (Re He, 4 etc. , 
eic. eic. 


Man erhält dann #*2-+ S°x und »£ N RL, etc. , PL, 4° I; etc. durch die 


Gleichungen 
22442 = (br E+ rar +22 4...., 
(sa) bb) + Lat Lat 242228 
(bs L HEN LIH.. (sat sea tr rer rL), 


(a,a)—(b,) + fx+ Pat a4 La) 27 


— GOPERCH IP +....— (42442) (77 +Pt4+21424), 
etc. eic. 

(a,a) —(b,b) + Pa+f 2482482) 22 =, 24,0) PI 4... 

(a, (0, )+P2+P2+ 42442) 01 — (4 L(e, 4 


etc. etc. 


Endlich erhält man 
Sa+22 = (ar EHE Hart +...., 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 1. 10 
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a,0)—(b,)+Lc+ + S2+ La} 2 
— (4,27 46,1) 224... (Set Le)L 4... + PR), 
a, —(s)+fa+ fat 24 Sa) 2Z 
— (EHE HYLIH.. Let SDRL +... +22), 
.*). 





*) Wenn in den vorgelegten Gleichungen (1.) die Co@fficienten aufserhalb der Diagonale 
nur in einer Horizontal- und Verticalreihe klein sind, in den übrigen aber von beliebiger 
Gröfse, so kann man durch ein ähnliches Näherungsverfahren immer eine Wurzel der 
Gleichung »nten Grades und die ihr entsprechenden Werthe der Unbekannten finden. Sind 
z. B. die Gröfsen (ab), (ac), .... (ap) klein, so erhält man wieder aus der ersten 
Gleichung den Näherungswerth x=(aua) bis auf Gröfsen 2ter Ordnung exclusive genau. 
Wenn man diesen Werth in die »—1 folgenden Gleichungen substituirt, so erhält man 
durch strenge Auflösung eines Systems von n —1 lineären Gleichungen die Werthe von 


I: 


O ,. . Ze 
Zee bis auf Gröfsen 3ter Ordnung excl. genau. Substituirt man diese Werthe 
a’ 


wieder in die erste Gleichung, so erhält man den Werth von x bis auf Gröfsen 4ter Ord- 
nung excl. genau, und mit diesem Werthe von x erhält man dann wieder durch Aul- 


P y 


lösung von n— 1 lineären Gleichungen die Werthe von nu etc. bis zu der 5ten Ord- 
nung excl. genau, u.s. f. Es wird hiebei von Vortheil sein, in den jedesmal aufzulösen- 
den n—1 lineären Gleichungen den ersten Näherungswerth von x in den Coöfficienten 
beizubehalten und die von den Correctionen von x herrührenden Gröfsen mit den ganz 
constanten Gliedern zu vereinigen, wodurch die Coöfficienten der lineären Gleichungen 
immer dieselben bleiben und sich nur ihre ganz constanten Glieder ändern, so dafs der 
gröfste Theil der numerischen Rechnung, welche zur Auflösung der lineären Gleichungen 
gemacht werden mufs, für die Correctionen aller Ordnungen unverändert beibehalten wer- 
den kann. Setzt man 











x = (aa) + c+ö"r+ö"X etc., 
wo ÖÜ,r von der (2i)ten Ordnung ist, ferner 
ß a ß " ß m ß 
Öö eh Be = eic., 
wo 6 P von der (2?—1)ten Ordnung ist; setzt man endlich 
&x 
Sr tö'tr 4....+0Wr = (Mi, 


oımfr...yef=(£), 


und gebraucht dieselben Bezeichnungen in Bezug auf Z, ‚ etc., so werden die Cor- 


A 


rectionen der Gröfse x von der (2:)ten und der Gröfsen u etc. von der (2i+1)ten 


Ordnung aus den bereits gefundenen Correctionen niedriger Ordnung durch die folgen- 
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Nimmt man z. B. für das System der n Gleichungen (1.) die 7 Glei- 
chungen XIV., nachdem man darin alle Zeichen umgekehrt hat, und nimmt als 
Näherungswerth von x oder g denjenigen, welchen die erste Gleichung giebt, 
so findet man nach und nach: 











den Gleichungen erhalten: 


ödr = (al) Fa) Z etc. 


| 


| 
( 


RN R 


) dr + (x), 
PR | @& 


) Mat 
i—1 f a 





etc. 


Die Näherungsmethode wird hier beschwerlicher, weil man die n„—1 lineären Gleichungen 
streng aufzulösen hat, welche im obigen Falle ebenfalls durch Näherung leicht aufgelöst 
werden konnten, so dafs der Vortheil der Methode sich in diesem Falle grofsentheils darauf 
beschränkt, dafs man, um den Werth von x zu finden, nicht die Gleichung nten Grades 
zu bilden und aufzulösen braucht. 


etc. 





Sz+ANz — 5",2986987 
Sc fı = 1747 - 
#c-+-Pr = 7% 
Sı-dıe = 0-0 
2 —= y—= 5"2988732 
»P=0 Il »2=0 P 
& & & 
ö 
4° ” = +0,00005611390 | 4 7=0 4‘ — = +0,000007263263 
ö 
4 # = —0,00023818658:9| 42 = —0,00005383551-3| 4° — = —0,000031224732-1 
& 
ln 1027382] #7 = — 21373.641| 3° = 110879-5 
[77 u & 
BE 310462] 4° =+ 7022-3 = 40788-6 
& x 
eur 2207| #2=+ 81 tr 262-2 
ii & 
ö 
FE AR 32] #2=- 751 #-=-— 43-8 
u & & 
ö 
wine 03| #2 = 0.0| 2-=— 0-3 
[77 
_ # _ _0,00018278774 |%2 = 7 = —0,00005397862 |: = ° = —0,000024031342 
a R, « R, « 


= 0b —(aa)].8D E 4 (be). urn Z + eie. 


= (eb) din £ + fee) — (aa)}.dirn + etc. 


10 * 

















woraus ferner 


gefunden wird. 





= a P\? {7 2 

Aus « 1 - (-) 37 (+) 
log —= logR, — 9,9999758, 

log? or log R, u 6,2619229 n, 


5,7321976n, 
logd == log R, = 5,3507537n, 














| 
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g° #- 2 2= 0 N 0 
& & & 
r - — — 0,010476254 r 2 — —0,00045646310 | 4: u — —0,0011137195 
Ar — 4° 2 — + 4349994 vL - - — 432790 
95 n»2= + 555032] 47 = + 11793-7 
& & & 
44 - 44 _ — 5502-3] 4: 5 + 100-9 
45 — 45 r = 89.9] 5 - -— 13-6 
4° — 2-4 5-8 4 Iı=— 0-2 
FL z WL = en 0:01 4° “ = 0:0 
4 — —.0,010485893 4. — 2 = _0,00041246399 | — 7 — _.0,0011168593 
u su BB, 6 


+... i — I folgt noch 


loge = log R, —= 8, 0W5S12.5n, 
logdö—=logR, 
logn = log R, 


— 6,6153618n, 


7,0479743n 


Die Genauigkeit ist hier viel weiter getrieben als der nach- 


herige Gebrauch verlangt. Wenn man in der That die gefundnen Werthe der 
Unbekannten in die Gleichungen XIV. substituirt, so findet man eine vollendete 
Übereinstimmung, indem der Werth des Aggregats, welches verschwinden soll. 
in keiner Gleichung den zehnmillionensten Theil seines gröfsten Terms erreicht. 


Durch die hier auseinandergesetzte Methode sind die folgenden Resul- 
tate für die sieben Systeme der Unbekannten gefunden worden. 








A 
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=, 
N | 


Tabelle der sieben Systeme der Werthe der Unbekannten 
des transformirten Systems XIV. 


(Nur bei g sind die Zahlen angesetzt, sonst die Logarithmen, bei denen überall — 10 
in der Characteristik zu ergänzen ist.) 





System TI. II. II. IV. V, Vi. vu. 

P) 3.2988733 7.5747191 17.1525573 17.8632966 3.7136434 | 22.4273091 | 2.2584168 
R, 1 9.9999758 5.99372 4.49078 4.77888n 8.020611 6.6558531 | 7.0453348 
R, I 6.26186n 9.9999595 9.44276 4.69090 8.127403 7.2114826 | 7.296067 
R, | 5.73272n 5.99605n 9.9999760 7.88943 7.656551 7.7345775 | 6.919256 
R, I 5.38164n 5.67660n 7.8913067n 9.9999850 7.422751 7.5884936 | 6.687464 
R, I 3.0205807n | 8.1275834n 7.6565719n 7.4309490n | 9.9999278 7.3772574 | 6.83876n 
R, I 6.6153199n | 7.1975215n 7.7307677n 7.5920478n | 758422n 9.9999867 | 4.25271 
R, I 7.0479752n | 7.2980444n 6.9189241n 6.6948000n | 6.80754 4.73984n 9.9999986 























Wenn man die vorstehenden 7 Systeme der Werthe der Gröfsen R in die Glei- 
chungen XV. substituirt, so findet man die 7 Systeme der Werthe der Gröfsen M. 
Es ist, um diese Gröfsen mit der erforderlichen Genauigkeit zu erhalten. über- 
flüssig, die Logarithmen aller Gröfsen R auf dieselbe Zahl Stellen zu berechnen. 
Denn wenn man die Werthe der Gröfsen R substituirt, wird in vielen zur Beslim- 


mung der Gröfsen M zu bildenden Aggregaten der Werth eines Terms die an- 
dern beträchtlich übertreffen, so dafs man nur von den Zuhlen die erforderliche 
Anzahl Stellen zu kennen braucht. 
Logarithmen mit 7, andere aber nur mit 5 Stellen angesetzt worden. 


Es sind deshalb in der obigen Tabelle einige 


Die Werthe der 7 Systeme der Gröfsen M, wie sie aus den Grölsen R 
durch die Formeln XV. abgeleitet worden sind, giebt die folgende Tabelle. Sie 
sind mit aller Genauigkeit berechnet, welche die Anwendung siebenstelliger 


Tafeln verstattet. 



































System 1. ll. 11. IV. 7, v1. vi. 
J 5,2988733 7,5747191 17,1525573 17,8632966 3,7136434 22,4273091 2,2584168 
M I+-0,9548364.7 |—0,2953047.4 |+-0,0276998.70 —0,0167131.95 |+-0,0061320.4 |+-0,0000356.840|+0,0004905.317 
M 1+-0,2403236.7 |+-0,7041486.2 |—0,5602023.6 |+-0,3639800.2 |-+-0,0104109.52)—0,0003423.278|+-0,0013757.54 
M „I+-0,1740664.5 |+-0,6440231.1 |+0,5841832.64 —0,4620795.6 |-+0,0118614.62|-+-0,0024689.22 |+0,0017218.36 
M |+-0,0109897.86 |+0,0449154.3 |+0,5865879.5 |+0,8085248.5 |-+0,0055361.02|-+-0,0064128.63 | +0,0009850.343 
M I—0,0091606.953/—0,0113414.30 |—0,0016560.475|—0,0006617.204|+-0,8744861.9 |—0,4517914.9 |-+0,1759003.9 
M ,1—0,0051261.723)—0,0075519.595) —0,0068854.157|—0,0047267.932|+0,4389244.0 |+0,8919316.0 |+0,1079379.0 
M I--0,0010783.321|-+-0,0008513.954+0,0002124.55 |+0,0001363.418/—0,2056750.7 |—0,0171791.24 |+-0,9784694.7 


Zur Probe über die richtige Bestimmung der sieben Wurzeln g hat man die beiden 
der Summe der Zahlencoefficienten der Dia- 


Bedingungen, dafs ihre Summe 


sonale in den Gleichungen VIII. oder XIV., und dafs die Summe ihrer Quadrate 
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— der Summe der Quadrate aller Coöfficienten dieser Gleichungen sein mufs. Die 
letztere Summe ist im Laufe der Rechnung schon einmal, nämlich zur Prüfung 
des transformirten Systems XIV. gebraucht worden. Die richtige Herleitung der 
Grölsen M aus den für die Gröfsen R gefundnen Werthen kann ebenfalls auf 
eine doppelte Art für alle gleichzeitig geprüft werden. Wenn man nemlich in dem 
Schema der Werthe der Gröfsen M einmal die Quadrate der algebraischen Summen 
der einzelnen Verticalreihen oder das andere Mal die Quadrate der algebraischen 
Summen der einzelnen Horizontalreihen addirt, so mufs in beiden Fällen die Zahl 7 als 
Summe gefunden werden. Denn aus dem auf eine dieser Arten gebildeten Ausdruck 
verschwinden die Producte je zweier verschiedner M nach den Gleichungen (4.) 
und (9.) in $.2.; die Summe der quadratischen Glieder M? --M? --.... + M3 mufs 
aber für jedes der 7 Systeme besonders — 1 sein, weil RE+-R?-+-.... +R?—=1 
gemacht worden ist. Diese Prüfungen, welche besonders für die Zeichen der Grö- 
[sen M eine leichte und entscheidende Controlle geben, sind an den Zahlen der 
obigen Tafel vorgenommen worden, und mit der erwarteten Strenge eingetroffen. 

Nachdem die Gröfsen M bestimmt sind, erhält man die Verhältnisse der 
Unbekannten N des Systems V. mittelst der Gleichungen VI., deren Constanten 
in VII. angegeben sind. Die hieraus sich ergebenden numerischen Werthe der 
Verhältnisse der Gröfsen N respective zu N, und zu N, in den vier ersten und in 
den drei letzten Systemen sind zugleich mit ihren von den Änderungen der Mas- 
sen abhängigen Variationen am Schlusse dieses Aufsatzes zusammengestellt wor- 
den, um unmittelbar mit den Resultaten verglichen werden zu können, welche Herr 
Lueverrier in der „Connaiss. des temps” für 1843 Seite 31 ff. gefunden hat. Ich 
wende mich jetzt zu der Berechnung dieser Variationen oder der für eine Ände- 
rung der angewandten Werthe der Planetenmassen anzubringenden Correctionen. 


Berechnung der Variationen, welche die sieben Systeme der Werthe der Unbekannten 
durch die Änderung der zum Grunde gelegten Werthe der Planetenmassen erfahren. 


8. 


Die von einer Änderung der Planetenmassen herrührenden Variationen 
der Werthe der Unbekannten könnten aus den $. 4. gegebnen allgemeinen For- 
meln entnommen werden, wenn man darin die Variationen der Coöfficienten der 
gegebenen Gleichungen substituirt, welche man durch Änderung der Planeten- 
massen erhält. Es ist aber bequemer, die auf diese besondre Form der Varia- 
tionen bezüglichen Formeln unmittelbar abzuleiten. 
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Ich will das System der Gleichungen VIII. folgendermaafsen bezeichnen : 
0 = {9 — [0, 01, -+[0, 1] M,-+[0, 2]: .... -+[0,6]M,, 
XVI. (0 = [1,0]M,+{9— [1,1], --[1, 79; + ....+[1,6]M,, 


eic., 


0 — yatıya 


md ya‘ 
Werden die Massen dadurch corrigirt, dafs man m(1-+-u) statt m, m’(I-+ u) 


statt m’, etc. setzt, so erhält der Coefficient [ö, Ak], wenn © und A verschieden 
sind. den Factor 


wo 


++), 
wie oben $. 5. bemerkt wurde; die Coöfficienten in der Diagonale aber, für 
welche beide Indices gleich sind, erhalten die Correctionen 


410,0] — (0, 1)@ +0, Yu’ +.... +0, 6)u”, 
XV. 1 Af1,1] = (1,0)u 4 (1,2) "+ ....+(1,6)u0”, 
eic., 


wo die Zahlenwerthe der Coöfficienten (0,1), (0,2), -...; (1,0), (1,2). 
aus der unmittelbar vor dem System V. aufgestellten Tabelle zu entnehmen sind. 





Zwischen den Correctionen der Unbekannten, welche aus diesen Va- 
riationen der Coöfficienten hervorgehen, oder zwischen den Gröfsen Jg, IM, 
erhält man aus der ersten Gleichung in XVI. die folgende: 

0 = (49 — I[0, 0] M,+ Zu {[0, 1] M,+[0, JM; .... +[0, 6] M,} 
+4{(0, 1) M,+[0, 7] M;+ .... +[0, 6] u” M,} 
? 19 rs [0, 0]} 4M,+-[0, 1]4M, + re + [0,6]4,, 
oder, weil [0,1] M, +[0, 27] M;-+ .... +[0,6] 4; = — {g — [0,0] M,} ist. 
0 = (49 — 4[0,01M,— (9 — [0,0])u M, 
+(g9— [0,0]) [7M,+ 4uM,} + [0,1]{4M, +4 WM,} ....+[0,6])|1M,+ 4u”M;}. 
Bildet man die ähnlichen Gleichungen und setzt: 
XVM. Mig-k,)uP +1 =p, IM,-+Yu”M, = IM,. 
so erhält man folgendes System Gleichungen: 


> Ange M,49 r(9—[90)) IM,-+-[0, 1]9M, + vn. [9% 6] IM,, 
XIX. (9 = M,49 + [1,0]89M,4(9—[1,1]))$M, + ....+[1,6]0M,. 








etc. 
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Um aus diesen Gleichungen fg zu erhalten, multiplieire man dieselben respective 
mit M,, M,, etc., so verschwinden nach geschehner Addition die mit den ver- 
schiednen Factoren ÖM; multiplieirten Aggregate wegen der Gleichungen XVI.; 
der Coöfficient von fg wird ZM?’— 1, und daher 
XX. Ag = M,p-+ M,pı....+ M;p:: 

Um die Correclionen der Gröfsen M zu erhalten, bringe man die Gleichun- 
gen AIX. in die Form: 

Pp = M,4g-+(g9—g')IN,+(g’—[0,0]) 9M,-+-[0, 1]$°M, + .... [0,6] M,. 

pı—= M,4g+(g9—-g')IM,-+[1,0]9M, + (Q’—[1,1])$M, + ....+[1,6]9M,. 

elc. elc. 

Multiplieirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit den zu g’ gehörigen 
Gröfsen des zweiten Systems, M,. M,, etc., so bleiben nach geschehner Ad- 
dition rechts vom Gleichheitszeichen nur die zweiten Terme, indem vermöge der 
Gleichungen XVII. die übrigen mit den verschiednen Gröfsen dM; multiplieirten 
Aggregate verschwinden; ebenso verschwindet das mit /g multiplieirle Aggregat. 
weil es den Factor M,M\, -- M,M,-+.... = 0 erhält, und man findet: 


MOM, + MOM. +... + MOM, — —;t{Mipod Mip+.... + Mepo} 


Vertauscht man ur Gröfsen y', M;, M; ua des zweiten Systems mit den 
Gröfsen des 3ten, g", M,, Mi, ete., dann mit denen des 4ten u. s. f., so erhält 
man noch fünf ganz ähnliche BEIDEN Setzt man 
4{uM +wWM+....+u”"M} — Q, 

so erhält man endlich als siebente leihen 

M,dM,-+ MOM, -+....+M,0M, —= 0, 
wie aus der Gleichung M, 4 M,+ M,4M, -+..... + M,4M, = 0 folgt. Multipli- 
cirt man diese siebente Gleichung mit M,, die sechs vorhergefundnen der Reihe 
nach mit den Factoren M,,, M, etc. und addirt alle nach geschehner Multiplica- 
tion, so werden die Unbekannten /M; bis auf /M, sämmtlich eliminirt; ebenso 
bleibt nur /M, übrig, wenn man die Factoren M,, M;, MY etc. wählt u. s. f. 

















Wenn man die Aittenilie Bezeichnungen einführt: 
(My, My) — - in -1- u +....+ a , 
XXI. mm) = 7: Su T 142% , 
(m,, mı) = wa .H 4....4+ u , 


eic.,, 
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wo immer (m;, My.) = (mMy,m;), so findet man auf diese Weise für die Varia- 
tionen der Unbekannten M des ersten Systems, 
dM, = (m,,m,) po + (my, m,)Ppı +»... + (am, 2906)p6 - NM, Q, 
XXU. IM, = (m,m,)pa+ (m, m)p + ....+(m,,0,)% +MıQ, 
elc. 
Man hat jetzt nur noch in XX. und XXIII. die Werthe 
Bo Nig—l% )u® +4], 2]} 
zu substituiren und die ganz ähnlichen Ausdrücke zu bilden, welche sich für 
die übrigen Systeme ergeben. 


I 





Setzt man die Correctionen des (%-+-1)ten Systems, 
XXM.  49® —= B® u+B" wW-+.... +B u” 

und 

XXIV. IJMP-+4M® u® = IMP — CH u+lcHPwW +... +0 P un, 
so erhält man auf die im Vorigen angegebne Art die allgemeinen Ausdrücke 

XXV. BV = MW (0,4 M®P’A1,)+....+ MM’ (6,) + (gP—[i,2]) NM’ 
und 

XXVL. 2 C”P — (my, my), MS (0, &) + (m,, m), Mi? (1,8)... 
+ (245 296), MO (6,8) + (mr, 20;), MP I — [214 MP MV“. 

Hier ist, wenn man das Glied, das durch y"’—g” dividirt sein würde, fortläfst. 
M', My. z M; My. ge M;' Mi“ | 
yM —g yı—y! | y) —g“" 








AXVI.  (m,, my), = 


Es ist ferner 


(2) —=U0, 2] = 0) +%1)+....+(66), 


und die Gröfsen (z, ) sind die oben vor dem System V. angegebnen Zahlen. 


Man sieht aus dem ÖObigen, dafs die 392 Gröfsen BU?) und Cl», 
welche die Aufgabe zu berechnen fordert, jede durch Addition von respective 
7? oder 8 Termen erhalten werden. Diese Terme selbst sind unmittelbar durch 
die bereits berechneten Werthe von 9”, Mi" und durch die 196 Hülfsgröfsen 
(an. m,.), gegeben. 


Ich lasse jetzt die Tabelle für die Werthe der Hülfsgröfsen (an; , an,.), und 
dann die Tabelle für die Werthe der Gröfsen CE" selber folgen. 
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(Die Tabelle ist nach dem obenstehenden Schema angeordnet; abwechselnd sind von jedem 
System aufser den Gröfsen der Diagonale selbst entweder nur die oberhalb und rechts 
oder die unterhalb und links von der Diagonale befindlichen Gröfsen angesetzt.) 
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Tabelle für die Gröfsen (m; , my.) 


(an, 


Mm, | (m), m), | (m, 


(an, ., m.) | (m, 





(m. My)ı 


m, 


yv 





(m; 


.M;\o 
Ma )o 
mM; 








„m, | (m, My), 





zer \oib- A 



























































































































































0. 1. 2. 3. 4. 3. 6. 
Erstes System Ah=(0, y= 5,29.. 
—0.038381  |+-0.0932013 |-+-0.0816323 |+-0.00555445|-1-0.00194345|-+0.00074331)—0.00052757| © 
— | 0.254815 |—0.158150 |—0.0095599 |-+0.00926369) +0.00509745|/—0.00116569J 1 
0 4--0.400512 —0 227941  |—0.0118426 |-+0.00996476 +0.00551945| - 0.00122876J| 2 
1 1--0.103056 |—0 0202365 —0.0819272 |+0.00362850! +0.00202784| —0.00043093] 3 
2 1-+-0.0706072 |-+-0.0689293 |—0.0430341 +0.481014 |+0.271865 |—0.057300 1 4 
3 14-0.00423656| -+-0.0068831 |-+0.0013901 |—0.0994045 —+-0.078887  |—0.0213148 #5 
4 1—0.0243357 |—+0.00135226|+0.00218915|+0.00159071|—+0.190176 — | --0.341554 6 
5 4—0.00143356| +0.000455181+0.00105073) +0.00103262)+0.1301316 |—0.0014702 
6 1--0.00021570/—0.00018029)—0.00023643) —0.000 12470] —0.0147348 |—0.0024856 |+0.191003 
Zweites System h=1, y=7.57.. 
Drittes System Ah=2, y=17.15.. 
-0.0856298 |+0.0062117 |—0.0166964 |+0 0185156 |-+0.00000408) —0.00009422|+-.0.00000232] 0 
- 0.129747  |+0.287524 \—0.410526 |—0.00001628) -+0.00216940/—0.00005544$ 1 
0 1--0.0821214 P 0.254544 |+0.528834  |—0.00032370|—0.00367375'+0.00010136] 2 
I $—0.0237752 |+0.494346 | —0.919560 +-0.00161224!-+0.00444043| —0.00014924] 3 
2 14-0.0175162 |—0.413029 |--0.522900 | +0.0203050 |+0.1062406 |—0.0033007 ] 4 
3 34-0.0224095 |—0.459062 |-+-0.484098 +0.484324 — 0.135726 |+0.00327814$ 5 
t I—0.00004716)+0.00097891] — 0.00120111)—0.00043625|+0.0113278 +0.0673720 | 6 
> I—0.00025452) +0.00521148] —0.00630574| — 0.00679477|-+0.1166629 |—0.159867 | 
6 $+-0.00000755) —0.00015492/+-0.00018770/+0.00018543)—0.0033845 |+0.00374211|+0.0642776 
Viertes System A=3, 9= 17.86.. 
Fünftes System A=4, y=3.11.. 

—0.597800 | —0.089314 \—0.057336 |—0 00333806] -+0.00471325|-+0.00255334| — 0.00025482] 0 
Br — 0.197562 |—0.087600 |—0.0062022 |-+0.00356312]-+0.00210732)+0.00061137] 1 
0 5-+0.0593079 —0.167018 |—0.0077934 |-+0.00321573)+0.00197753|+0.00089480f 2 
I i— 0.0048745 |+0.1252838 — 0 0724343 |+0.00057942)+0.00046129|+0.00063378] 3 
2 3+-0.0016626 |—0.0659112 |+-0.1411840 | +0 0102680 |-+0.0345275 |+0.117865 4 
3 1-0.00015888|+0.0044668 |—0.0148301 |-+-0.208610 —0 0345415 |+0.0733991 1 5 
t I—-0.00000062|—0 00004461) —0.00013197/— 0.00007428| +0.0424132 —+0.657883 6 
51-0 00000801 |-+-0.00017589 —0.00037614—0 00149407|+0.0214632 |+0.0108917 — 
6 ]+-0.00000021| — 3.00000385]) +0.00001077|--0 00003799| —0.00107892 -+-0.00041120|-+0.0497284 

Sechstes System h=5, y= 22,42.. 
0, l. 2. 3. 4. 7 6. 





EEE 
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—0.316359 
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0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 
Siebentes System A=6, y= 2,258. 





—0.1418967 


— 0.0349717 |—0.0205206 
—0.0663951 
—0.1246750 








| 





—0.00120471 
—0.0036527 
— 0.005 1820 
—0.0654369 





—0.00143487 
—0.00408443 
—.0.005 12882 
—0.00295476 
— 0.535683 








—0.00065308 
—0.00186829]- 


— 0.00234842| — 0.00005060J ‘ 


—0.001 35496 
0.243815 | 
—0,171855 


+0 00057511] © 


+0.00127766 


1 
2 
+0.000761408 3 
+0.123215 4 
+0.0627985 I > 








—0.0290838 











Tabelle der Coöfficienten der verschiednen « in den Ausdrücken 


von IM® — 4MP11M®u, MP — AMP-4M u, etc. 


Angewendete Controlle: Die Summe der in Einer Zeile stehenden Coöfficienten 






























































mufs —= der Hälfte des entsprechenden M sein. 
% A d 4 19 
Erstes System. 
SM, + 0,4545 u | — 0,1514 u’ | + 0,0266 u | + 0,0048 u | + 0,1366 uvı| + 0,0062 uuv | + 0,0001 u" 
JM, | + 0,0605 | + 0,5222 | — 0,1262 | —0,0107 | —0,3108 | —0,0146 | — 0,0004 
SM,| +0,0421 | +0,2740 |+0,1154 | — 0,0119 | —0,3172 — 0,0148 | —0,0004 
OM, | + 0,0027 | + 0,0196 0,0033 |+0,0104 0,0290 |—0,0014 | -+ 0,0000 
IM, — 0,0037 | — 0,0004 | + 0,0036 + 0,0004 +- 0,0094 — 0,0129 | — 0,0011 
OM,t# — 0,0018 | —0,0008 | -+0,0014 | + 0,0001 +0,0114 | —0,0124 | — 0,0004 
SM, | 0,0004 |—0,0008 | —0,0007 |—0,0001 | —0,0023 | + 0,0028 | -+ 0,0012 
Zweites System. 

JM, — 0,2199 u | — 0,4896 u’ | + 0,0861 u” + 0,0155 u” | + 0,4394 u'v| + 0,0203 uv | + 0,0005 u*' 
Mm’ — 0,0339 | +0,3762 |—0,2179  +0,0085 |+-0,2094 | + 0,0093 + 0,0002 
IM, + 0.0039 — 0,2501 + 0,5976 — 0,0038 — 0,0246 — 0,0011 — 0,0000 
m/f + 0,0016 |—0,0105 | -+0,0285 |-+-0,0455 | —0,0409 | — 0,0017 | — 0,0000 

| IM; + 0,0016 | 0,0026 1-—0,0027 | —0,0005  1— 0,0019 | — 0,0043 | — 0,0007 

| SM; + 0,0008 | -++ 0,0015 | —0,0026 | — 0,0002 | -+0,0076  |—0,0107 | — 0,0001 
JM, | — 0,0002 | — 0,0002 + 0,0001 + 0,0000 | — 0,0013 ++ 0,0012 | + 0,0009 

Drittes System. 
IM + 0,0253 u | — 0,0528 w« | — 0,0381 u” | — 0,0032 u’ | + 0,0794 u'v| + 0,0032 uv | + 0,00 01 uv' 
IMÜ | + 0,0470 | -+ 1,0569 + 0,6681 + 0,0680 | — 2,0356 — 0,0825 — 0,0019 
3m; | — 0,0866 | — 1,3939 — 1,0638 — 0,0979 + 2,8167 +- 0,1149 + 0,0026 
MÜF +0,1305 |-+2,6672 | +1,9900 |-+0,4561 |— 4,7524 | —0,1934 | 0,0044 
3M‘; | + 0,000003 | —0,000748 | + 0,00712 | — 0,000760 | 0,001084 | + 0,001337 | — 0,000286 
3M% | —0,00075 | — 0,1746 | — 0,01376 | —0,00310 | + 0,03319 | —0,00194 | + 0,00037 
SM“ | -+ 0,00002 | -+ 0,00046 | -+ 0,00034 | -+ 0,00009 | — 0,00108 | + 0,00006 | -+ 0,00020 
11* 
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: 2 “hin 3 ar ne 1 
Viertes System. 
Ir, 1—0,0213 u |—0,0908 u —0,0691 u”  |—0,0040 u”  |-+0,1697 u'v  |+0,0070 uv +0,0002 uv' 
N) Dre 1-0,0979 | 1,9275 +1,5329 0,0952 — 3,3325 — 0,1358 —0,0031 
32 1-0,0853  1—2,0075 — 1,5504 —0,1336 +3,4071 +0,1385 +0,0031 
3273 1—0,0948  |-—1,9348 —1,4454 +-0,2850 +3,4507 +0,1404 +0,0032 
3M% 1--0,00022  |-+0,00481 +0,00445 —0,00011 —0,00986 +-0,00037 —0,00022 
>37, 14-0,00108  \+0,02369  |+0,01678  |—0,00194 -0,03897 —0,00325 +0,00024 
311, 1—0,00003  1--0,00071 —0,00054 +0,00012 +0,00103 +-0,00009 +-0,00013 
Fünftes System. 
AT, 14-0,00610 u 1—0,00665 «u |—0,00334 u"  |—0,00013 «” |—0,00762 uıv: |+0,01366 uv |-+-0,00105 uvı 
dA, 1—0,00007 +0,00847 —0,00281 —0,00012 —0,01010 +0,00914 +-0,00071 
Jay 10.000068  '—0,00221  '+0,01029 —0,00011 — 0,01034 +0,00777 -+0,00060 
Jar 1-0,00001  |—0,00020 |—0,00033 +0,00553 —0,00306 +0,00077 +0,00006 
AT, I—0,00002  |+0,00009 | 1-0,00009 +0,00002 +0,55413 —0,10874 —0,00834 
3Ar 1—0,00007  |-+0,00013 +0,00024 +0,00008 —0,23584 +0,46921 —0,01436 
JAT, 1-+-0,00003 | +0,00042 |+0,00090 +0,00028 —0,00786 +0,07222 —0,16882 
Sechstes System. 
3 ar |+4-0,0000586 1 |4-0,0000704.u'| +0,0000797 4” |—0,0000054u”” | —0,0001570..7|—0,0000241 4° |— 0,0000044u* 
3.27" 1—0,000038 10,001284 —0,001781  |+0,000085  |-+0,002211 +0,000572  \+0,000063 
331° 14-0,0000453 |+-0,0019986 |+0,0032785 |—0,0003530 |—0,0037987 |-++0,0001901  |—0,0001257 
3. arY 4-0,0000217 +0,0004211 +0,0020730 |-+-0,0064524  \—0,0037660 |—0,0014915  \—0,0005046 
3.0, | 0,00000  |—0,00007  |—0,00015 —0,00007 +0,01602 —0,24730 +-0,00569 
san 0 —0,00004 —0,00010 —0,00005 +0,12280 +0,32065 +0,00219 
Ssmr| 0 F 0,000002 -+-0,000006 |+0,000003  \-+0,011406 |—0,003022 \--0,016984 
Siebentes System. 
3.12%" 14-0,0004798 | —0,0001 761. \—0,0000940 u” —0,0000021 u —0,0001471 .17|+0,0000428uY |+0,0001419u ı 
317: [—0,000044  |+0.001218  |—0,000143  |—0,000001  1—0,0004238  |—0,000333 |-+-0,000419 
Sar5' ]--0,000030  |—0,000280  |-+-0,001662 |-+-0,000002  |—0,000486 —0,000535 |-+-0,000529 
317, —0,0000021 \—0,0000327 |—0,0000611 |+0,0009840 |—0,0002600 |—0,0004441 |4-0,0003086 
ar 0 —0,0004 —0,0008 —0,0002 '+0,1293 —0,0958 '+0,0561 
Jar, 1-0,00002  |—0,00015 —0,00037 —0,00011 —0,05413 +0,07293 '+0,03586 
My 0 0,0001 0,0002 —+0,0001 —0,0015 +0,0151 +0,4752 
g. 


Zur Controlle der berechneten Werthe der Hülfsgröfsen (»n;,,n,.), erhält 


man aus XXVII. vermittelst der Gleichung ZMY MY) —= 0 die Formel 
h 


AXVM. 


durch welche je sieben von den Gröfsen (m;,m;.), welche zu demselben 
System gehören und in derselben Vertical- oder Horizontalreihe befindlich 
sind. mit einander verbunden werden. 


Ah)’ 
= Mi” (mi, my) —=(, 


Die Gröfsen B"), C»» selbst con- 
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trollirt man leicht durch die Formeln 


=B! = gg", 
XXIX. ' 


ZC%» — 1 MP. 


ı 


Da, um ZMY”) aus OMA” zu erhalten, von dem Coöfficienten CY»®, mit wel- 
chem u“ multiplieirt ist, die Gröfse 4 M{® abzuziehen ist, so zeigen diese For- 
meln, dafs in der Variation von g") die Summe der in die Variationen der 
Planetenmassen multiplicirten Coöffieienten der Gröfse g‘"” selber gleich 
wird, und dafs die Summe der in die Variationen der Massen multiplieir- 
ten Coefficienten in der Variation der Gröfse M\” verschwindet. Die For- 
meln XXIX. ergeben sich daraus, dafs 


ze, ) = |, 2]; =zME =|1. 


Man hat daher aus XXV. die Gleichung 
zB") — rMM.g® — 9, 


und aus XXVI. und XXVIIL, 
z0” ’—_ (m; m), Mi g’ +4 Mi? EM '—=4M, 


wie zu beweisen ist. Aus der letzten Gleichung sieht man, dafs durch die 
zweite der Gleichungen XXIX. zugleich die Controlle der für die Gröfsen 
(mx, 7;.)„. gefundnen Werthe gegeben wird. 


Zur Controlle der für die Gröfsen C:” berechneten Werthe kann man 
auch noch die Gleichungen 


XXX. zM CH k) Zune ı mv”, 
XXXL EMDCH® — 0 
h 


anwenden, in deren leiztrer, wenn 2—=%, für O rechter Hand % gesetzt wer- 
den mufs. Substituirt man den für C!"® gegebnen Ausdruck XXVI., so ergiebt 
sich die erste dieser Gleichungen aus XXVIlI. Die zweite folgt durch Sub- 
stitution des für C!"»® gegebenen Ausdrucks vermittelst der Gleichungen 


XXX. FM" MV (m, m), = 0, 
h 
XXXIU. 9% MP M% (im, mu), = —4EMM' MW". 
h h 


Die erste dieser Formeln ergiebt sich daraus, dafs wenn man den Werth 
Mm? mi” 





(mi, my), = 


h’ gi") Be ya) 
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substituirt, wo # nur die sechs von % verschiedenen Werthe annehmen darf, 
sich in der Doppelsumme je zwei durch 9 — 9" und y) — y® dividirte 
Terme gegenseitig aufheben. Um die Formel XXXIIN. zu beweisen, bemerke 
ich, dafs die dorlige Summe gleich wird der Doppelsumme 

— gm Mi” Mi ME? ME 

m yı) — ge) ’ 





welche sich auf die Doppelsumme 


= MY MN". MI» MO 


h, ht 

reducirt, wenn man in letztrer die Combination A = A’ wieder ausschliefst und 
jede Combination verschiedner Werthe von 4% und 4 nur einmal nimmt. Giebt 
man jedem der Accente A und 4 alle Werthe von O bis 6, so dafs man A und 4 
auch dieselben Werthe annehmen läfst, so mufs man für die vorstehende Doppel- 
summe den folgenden Ausdruck setzen: 


”. hu 2 1 Zi 1 


welcher sich, wenn % und ji verschieden 2% auf die in der Formel XXXI1. 
angegebene Gröfse 


— 1.2. MW 


h 
redueirt. Die vorstehende Gleichung zeigt anfserdem, dafs man, wenn kK—k, 
in XXX. zu dem Ausdrucke rechts die Gröfse 4 zu addiren hat. 
Man hat noch, wenn % und A”, k und Ak” von einander verschieden 
sind, die Formeln: 
XXXIV. 
AXXV. 


{. Ne) CC" DL] N» Or" 2 dumme M®» Me", 
[Mi CP -MPCH") — 0. 


= 
k 

s 
h 


Um die erste dieser Formeln zu beweisen, mufs man die Gleichung 


XXVI x MY") mr” 
XXXVL zMm im; , my. — gm — ya”) 





zu Hülfe nehmen, welche man durch Substitution von XXVII. leicht erhält. Zum 
Beweise der Formel XXXV. dienen die Gleichungen 


= {MI M$2 (in, ,an.), + MP? MV (m..,mt 0, 


7 


XXXVIL?! ° 
ABER 2 MOM (m; ,m;), + MY? MY) mm) =— EM. 10). MW‘, 
welche man ähnlich wie XXXJII. und XXXIIL findet. 











- 
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Die Gleichungen XXIX. ergeben sich auch aus der Betrachtung, dafs 
wenn sich in dem System der Gleichungen VIII. sämmtliche Zahlencoöffieienten 
in dem gleichen Verhältnisse ändern, die Wurzeln g sich in demselben Verhält- 
nisse ändern, die Werthe der Unbekannten M$ aber ungeändert bleiben werden. 
Hieraus kann man zufolge der $. 5. gemachten Bemerkung schliefsen, dafs, wenn 
in den Ausdrücken für 49° und 4M$” die Variationen u— uw .... — u" — | 
gesetzt werden, sich 49“ in 9” verwandeln und 4 M» verschwinden mufs. 
woraus die angeführten Gleichungen von selber folgen. Ebenso ergeben sich 
die Gleichungen XXX., XXXL, XXXIV., XXXV. a priori daraus, dafs 


zu -1, zZ =1, 


ZM®MID — 0, ZMWMN — 0, 
k h 


und daher die Variationen dieser Summen, 


z.MP4MP, Z.MPAamp, 


>> IN .4 MY) -- MU :A MN) N > {ı IY».4 MY) - MW). 4M % N 
k h 
verschwinden müssen. 


10. 


Zur leichtern Vergleichung mit den von Herrn Leverrier gefundnen Re- 
sultaten sollen noch aus den gefundnen Zahlenwerthen die Coöffieienten in den 
Variationen der Verhältnisse der Gröfsen N abgeleitet werden. Man gelangt 
zu denselben vermiltelst der Formel 











N: M; ‚m‘ „ya, 
N 7 MY mÖya; ’ 
woraus 
| N; Be N; (4M, JM, 1 d) (y\! 
IT un, 
N; (0M; öM, co) ck) 
a " ae aaa a 


Führt man aus XXIlI. die Werthe der Gröfsen OM ein, so hebt sich der mit @ 
° Pr oM; oM 
multiplicirte Term fort. Man kann daher, wenn man, wie hier, blofs en MM. 





braucht, in den Werthen XXVI. der Gröfsen C' den achten Term fortlassen. Auch 
7 


bei den Variationen von v findet der Satz Statt, dafs die Summe der Coef- 


ficienten der Variationen der Planetenmassen verschwindet, welcher eine 
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schliefsliche Controlle über alle gemachten Rechnungen giebt. 


A 
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Um zu sehen, 


wie weit diese Controlle erfüllt wird, habe ich in der letzten Columne die 
Summe der in jeder Horizontalreihe enthaltnen Coefficienten der u, w etc., 
welche in den absolut strengen Werthen verschwinden soll, in Einheiten der 
letzten Decimalstelle hinzugefügt. 


Zusammenstellung der sieben Systeme Auflösungen der Gleichungen V. 
nebst den Variationen der Werthe der Unbekannten für eine Änderung 
der Planetenmassen in dem Verhältnisse 1:1-+-u®., 


Bezeich- 
nung der 


Ihr numerischer 
Werth für die 


Coöfficienten der verschiednen # in dem Ausdrucke ihrer Variation. 















































Unbe- $ angenommenen f " m R ' ' 
kannten. Massen. u | it | u u | u‘ u‘ | u‘! 
Erstes System. 

g 5,2988733 1-0,1635 |+2,4341  |+0,9768  |+0,0389 |+1,9184 |-+0,0920 |-+0,0022 
—e :103,29933 —78,8504 |—-200,8713 |—28,2320 |-+6,3283 !+287,4875 |+13,7627 |+0,3828 476 
vg 
— +10,200668 -0,1261 — 6,2507 —8,4272 +0,1210 113,7368 |-+-0,6731 +-0,0209 0 
wr. 
nz +-6,416474 0,0039  |—1,3578 [4,0906 |-0,0786 |-+5,2484 |+0,2664 |+-0,0092 9 
IN 
- 0,0121377.56 [0,0019  |-+0,0212  |+0,0084  |--0,0002  |—0,0075 0,0186 1-0,0015 I-ı 
V. | i 
— 1+0,0106745.14 0,0013 | +0,0169  |+-0,0066  |-0,0003  1—0,0046  |—0,0165  |—0,0009 1-1 
=. 
N | | 
g s +0,0042589.93  1-+-0,0007 I—0,0105 —0,0041 | - 0,0000 +0,0018 0,0115 -+0,0004 —? 
4 3 N) l N) 

Zweites System. 

Mi 1,5747191 +0,4451  |-+0,3000  1-+1,2452 |+0,1565 |-++5,1805  |+0,2416 14-0,0058 

v' 

° 1-7,8168589 2,2665  |14,7849 |-17,2402  |+0,5134 |+4,5186  |+0,2409 |-+0,0053 0 
N 3 
= 7,3129033 0,6047  |—1,6959  |-6,9033 |--0,0089  |+8,8286  |4-0,3747  1|-0,0093 1-2 
N, 
i 1-5.8086635 0,1654  |—0,8968 |—4,1052 |-0,1124  1-+5,0638  |+0,2107  1+40,0055 I-+2 
N, 

n * 1—0,0036768.09 |+-0,0006363/—0,0000285| +0,00 14652) —0,0000147)—0,0002942|— 0,0015458!1—0,00021591+-24 
N, 

“ | | | 

—& 1--0,0038477.59 |+-0,0005197,—0,0001260 +-0,0011321)—0,0000661|+-0,0003481 —0,0017259/—0,0000821—2 
N‘ | 

7” | 
2 +-0,0008227.714 I— 0,0001899| —0,0000260| —0,0004623| —0,0000136 —0,0004926|+-0,0011596 +0,00002501--2 
N | 
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Bezeich-} Ihr numerischer EC i ‚ ' ul 
nung derf Werth für die Coöfficienten der verschiednen « in dem Ausdrucke ihrer Variation. 
Unbe- | angenommenen : " . 2 u | # 
kannten Daten. u | ha u | a | u u | u 
Drittes System. 
y' 1 17,1525573 +0,1917  |+3,6056  |-+4,2063 |—0,0189 48.7689  |-+0,3900 |-0,0091 
No | | 
— 140,0561438 —0,01741 |-0,36213 \—0,26764 |+-0,00591 |-+0,61579 |-+0,02490  |+4-0,00057 1-1 
N, 
“ | | 
N | 
= —0,4454850 +0,13647 |+3,31162 |+2,04252 |-—0,04525 |—5,22801 |—0,21246 - 0.00486 r3 
“u 
N <; | I 
Fr -+0,4034470 —0,14956 |—2,79710 |—2,50683 |-+0,02231 |-+5,21399 |+-0,21236 |+-0,00486 3 
RR | | | 
= —0,0000411.09  |+-0,0000092|-+-0,0001684| +0,0001571|—0,0000280) —0,0003189|+0,0000196) —0,0000074] © 
4 3 | 
y“ | 
Fr —0,0002686.22 1|+-0,0000306| +-0,0005403|+-0,0003745|—0,0001810—0,0008814;+0,0001045|+0,00001255 © 
N, | 
N, . | 
„ #H-0,0000157.209 
N, 
Viertes System. 
y“' 1 17,8632966 +0,0979 |+2,2138 |4+3,1417_ |+0,2519  |+11,6387 |+0,5075  |-+0,0118 
„i44 | 
\ | 
2. 1-0,0245767 —0,00961 |—0,19241 |—0,14548 |—0,02174 \-+0,35440 \-+0,01449 |4-0,00034 |—1 
2 | | | 
N | | 
—_ 1140,2099933 +0,08115 |+1,40463 |+1,25978 |+0,19087 |—2,81892 |—0,11484 |—-0,00264 3 
N, | | | | 
N, 
—: 1-0,2315229 —0,07137 1—1,95987 —0,95916 |—0,21690 4 2,69524 E 0,10957  \-4-0,00249 0 
N, | | | | 
| | | | 
N | | ) | | | | 
— 1-0,0000119.17 TORRANDRS, T-OAONNGBE +0,0000588| — 0,0000096| — 0,0001 148 | -0,0000089| —0,00000401-+- 1 
N, | | 
| | | 
"77 I | 
\s_ 1 0,0001337.88 |+-0,0000153)+4-0,0003501|+0,0002358| —0,0001418]—0,0005319) 4 0,000065 1 0,0000074] © 
„ss | | 
ei | | | 
Ns 14-0,0000073.1946 | 
N, 
Fünftes System. 
gi 3,7136434 +0,0001  |+0,0031. |+-0,0067  |-+0,0021  |+0,6602  |+-2,8276  |+0,2137 
u | 
—. 1-0,8166526 +-0,00440 \-+0,88379 |-+0,44205 |-++0,01628 |-+1,04609 |—2,10609 | {4 
N, 
N‘ ' | 
-- —0,5439845 +0,00357  |-+0,10098 |-+-0,14480 |-+0,00548 |+0,54837 |—0,66862 10,13456 2 
N, ar 
er —0,5382496 +-0,00334 |+0,09917 |-+0,06898 |-+0,00413 !-0,49005 |—0,54178 | —0,12388 [+1 
N; | | 
N‘ | | 
m --0,6201246 +0,00098 |-+0,02120 |-+0,03416 |—0,00056 |+0,36689 |—0,30473 |—0,11793 | +1 
pe | 
Zu -1,4263523 —0,00017 |—0,00304 |—0,00635 |—0,00196 |+0,57698 ı0,32348 —0,24197 14-1 
N'' | 
jr —1,1251482 —0,00015 |—0,00263 |-0,00552 |—0,00170 |+0,64753 |—0,47272 \—0,16480 |-+4 
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Bezeich- 
nung der 


Ihr numerischer 
Werth für die 


C. @. J. Jacobi, zur Theorie der Sücularstürungen. 


Coöfficienten der verschiednen « in dem Ausdrucke ihrer Variation. 



























































Unbe- J angenommenen „ m 
kannten. Daten. il w | pe m u” | w | w' 
Sechstes System. 
y\ 22,4273091 0 |+0,0012  |-+0,0028  |+0,0011  |+17,5264 |+4,5608 |+-0,3351 
N! | 
— 1--0,0568966.3 0,0021  |—0,0709  |—0,0802  |--0,0054  |-++0,1181 +0,0259  |-++0,0037 1-1 
N, 
N‘ | 
— 14-0,2141503.5 0,0239 1405891  |+1,1142 0,0535 |-1,2411  |--0,3954 [0,0370 +2? 
N | | 
N, | | i. ’ 
— 1-1,3413225 —0,0246 1+0,8553 1—1,7815 +0,1916  1+1,1733  |40,1326  |+0,0531 2 
or | | | 
& | | | 
—, |-8,6001745 0,0293 \-0,5661 |-2,7830  \—0,0543 |-0,6597 |+3,5131  |--0,5795 2 
| | 
. | | 
N: | 
- 8,8225143 0,0002 0,0025 14 0,0058  !--0,0026  |—3,2775  |+3,2773 -0,0111 | 2 
de | 
> -27,373541 +-0,0004  —0,0025  |—0,0056  |—0,0025 sus +22,3477 0,3939 1 
Siebentes System. 
yvi 22584168 0 |-+0,0001  |-++0,0004 0,0001  |+-0,9452  |+1,3695  |—0,0569 
‚Ad | | 
— 14-0,0137320.0  1—0,00030  |—0,00493  |—0,00263 |—0,00006 !—0,00410 |-+0,00099 }-+-0,01104 1 
NY | 
vr | | 
—- 14-0,0151102.33 |—0,00048 |—0,00173 |—0,00157 |—0,00001 |—0,00468 |-0,00389 |--0,01237 }+-1 
w. | I | | 
2 11.0,0164237.12 1--0,00029 |—0,00268 —0,00057  |+0,00002 |—0,00462 |-—0,00536 |-+0,01350 0 
N 
N‘ 
—- 14-0,0231931.91  1—0,00005  |—0,00077 |—0,00145 |—0,00002 |—0,00609 |—0,01081 |+-0,01920 I--1 
NY | | 
| | 
N“ | | £ 
 14-0,0603080.14 |—0,00001 |—0,00013 |—0,00029 |—0,00009 |—0,01590 |—0,03378 |-0,05021 I--1 
N‘ | \ 
N | | 
 1-.0,0581604.21  |—0,00001 | - 0,00009 |—0,00021 |—0,00007 -0,02911  |—0,01972 |-+0,04923 2 
N\ | 
Herr Jeverrier ist auch bei Berechnung der Variationen 1-7, so wie 





is N; 
hei Berechnung der Gröfsen W 
N, 


N,’ 


selber, so verfahren, dafs er das vollständige 


System von szeben Gleichungen in zwei Systeme von ver und drei Gleichungen 


zerlegt, jedes mit eben so vielen Unbekannten, und bei Berechnung der Varia- 
tionen der Unbekannten des ersten Systems die Varialionen der drei Unbekannten 
des zweiten und bei Berechnung der Variationen der Unbekannten des zweiten 
Systems die Variationen der vier Unbekannten des ersten Systems vernachlässigt, 
und keine weitern Correctionen für diese Vernachlässigungen anbringt. Er variirt 
nämlich die Coöfficienten der für die Wurzeln g von ihm gebildeten biquadrati- 
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schen und cubischen Gleichung und berechnet daraus die Variationen /y, und 
dann mit diesen durch die strenge Auflösung eines Systems von respeclive vier 


® ® . . . u . N; r 
und drei lineären Gleichungen die Varialionen . Az. bur Controlle braucht auch 
A 


g . . [} r . N; 
Herr Leverrier den Satz, dafs in jeder Variation IR die Summe der in die 
Ä 
sieben « multiplieirten Gröfsen verschwinden mufs. Aber diese Controlle ist bei 
ihm nicht, wie bei unsern strengen Formeln, entscheidend, da sie nach dem 
von ihm befolgten Gange der Rechnung eintreffen mufs, wie bedeutend auch 
der durch den Einflufs der von ihm vernachlässigten Glieder verursachte Fehler 


sein möge. In der That finden zwischen den Zahlencoöffieienten der 22 


henden und der von Herrn Leverrier gefundenen Ausdrücke der HT nicht 
k 


r 


R 2 ei V; 
unbedeutende Unterschiede Statt, während die Werthe der y und N, selber eine 


viel bessere Ubereinstimmung zeigen. 
Zur Vergleichung der Genauigkeit der beiderlei Resultate sind die in « 


"it Ts4t 


. . . [ . N N . u . . . 

multiplieirten Variationen von a, nr. ete. in die Gleichungen substituirt wor- 
pi 

3 


3 





den, welche sich aus III. zur Bestimmung dieser Variationen ergeben *). Setzi 
man nämlich wieder 

(Er a OR ,0)4 -3,1)-+....+(,6) = [, 0] 
so folgt aus den Gleichungen II. 



































er I | N ' I, 
\g — [D, 0]) N“ + 0, 0,1 N“ + IN 0 2 0, 0 Wr = 0, 
N, N“ i N“ 
1,0] 7% N’ +(g”—[1,1]) N” +....+11,61)8 A 0. 
elc. 
und MEN VON wenn man die Planetenmassen variirt: 
!+. 70, 6] Ge N“ u 
| 2: 13 | N" 
a 0,0|)4 -....+[0, ET 
2 Ay" — (0, m -- — (VÖ N 0 
Twerrdg u . 17 D) rg 





®*) Ich habe das drilte System gewählt, weil in den Variationen desselben die Ab- 


T#1 





weichungen besonders erheblich sind; so werden in dem Ausdrucke von N: 


ficienten der verschiedenen « bei Leverrier und nach den hier geführten Rechnungen: 
— 0,16254; —3 ‚06732; —2,71193; — 0,02085; 5,7 3826; 0,21778; 0,00690; 
—0,14956; —2,79710; — 2,50683; +0,02231; 5,21399; 0,21236; 0,00486. 


12 * 
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| N, | NY, | 1 „je % 
10 N” u-+1, vr M +....+ f we uU 
) AI , n I Je 4 1 n N; 
1,0\. N“ (9 —[I,1]). a u LER EL Bu vo 
N‘ .:. 
+ Wr II" — (1,0) u — (1, Yu" — ....— (1,6)u} — 0, 


elc. 


Diese Gleichungen müssen für die in jedes einzelne « multiplieirten Terme be- 
sonders erfüllt werden. Bezeichnet man z. B. die Coöffieienten von «” in Sg" 


dd 


4 k hd .. . . » 
und /— mit y und v;, wo »,—0, so müssen die 7 Gröfsen y und v, den 


"ro 


7 Gleichungen 














E77 N, / v” ww. ! Im 41 
2 we IV“ | +4— (0,2 = )) NE £Y (g Ach [9,0 + 0,1 vı+ we — 0, bir; — ), 
re. . N“ rer RT - 
1,2 N“ y—( 1, 2)) N” . 1,0 +(g — [1,1])rı-+....+]1,6|%, Be 0, 





eic. 
Ttt 


venügen, von denen die dritte für die beiden ersten Terme blofs den einen N” Y 


enthalten wird. Wenn man in diese Gleichungen für die Gröfsen y und v, die 
von Herrn Leverrier und die nach der hier geführten Rechnung gefundnen 
Zahlenwerthe substituirt, so werden die Gröfsen linker Hand, welche in den 
verschiednen Gleichungen verschwinden sollen, 
bei Zererrier: 

— 0,2115 —0,1955; — 0,0645 — 0,2375 400015 +0,001; 0; 
hier: 0,0002; +0,0003 5 -+0,00035 -+0,00025; — 0,0001; -+ 0,0001; 0 
Man sieht hieraus, mit wie viel gröfsrer Schärfe die durch Anwendung der 
strengen Formeln gefundnen Resultate den Gleichungen, durch welche die Cor- 
reclionen bestimmt werden, Genüge leisten. 





11. 


Aus den Variationen der Verhältnisse der zu demselben System gehörigen N 
berechnet Herr Leverrier für jedes System die Variation einer dieser Gröfsen sel- 
her. welches um die übrigen zu finden ausreicht, und aufserdem die Variationen der 

7 Winkel? ($.5.). Man erhält aber einen mehr symmetrischen Gang der Rechnung. 
wenn man, ohne die Variationen der Verhältnisse der Gröfsen N einzuführen. 
deren Berechnung hier nur der Vergleichung der beiderlei Resultate halber an- 
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gestellt worden ist, die Variationen der Gröfsen N und der Winkel 3 unmittelbar 
aus den Variationen der Gröfsen M ableitet, was auf folgende Weise geschieht. 
Die Formeln VI. und die am Ende des $. 5. gefundenen Formeln. 














Y KM, Br. > > 
= /mOya)’ Ksn?= A, Kcos?=B, 
ergeben 
- i BA4A ae AAB AK AAA + B. IB 
XXXVII. 49 u K: —n. K u, K: , 


XXXIX. IN NE 


‚ IK KöM; 
— N, K + 7m ya, Nitt, 
wo ich wieder IM; = 4M;--4.M; u” eingeführt habe, weil die Werthe dieser 
Gröfsen in der oben am Schlufs von $. 8. aufgestellten Tabelle gegeben wor- 
den sind. Aus den Formeln ($. 5.) 
A — HMY--H'MD®-.... 
B® —= LMY-+LUMY-+.... 
folgen. dad JIH®V = 4HV u”), ALP —=4LV u”), die Gleichungen 
44% — HO MY -+HWOMD--.... 
4B® — LOMY®-+LOMV-.... 


ul: ud, | 








Setzt man daher 














BHU — ALO AH®+BLU ‚ 
Ki —D,, n. — FF‘, 

B'HW_— 4! LU) a p' A'H®)+ B'LV) uni F 
K: ? 19 K: Pe 
eic eic., 


so wird zufolge XXXVII. 
48 —= D,IM, + DM, - ....+D,IM,, 
AP Be D\JM) + D\ IM, - .... 4 D;,$M;, 





eic. 
AK Y \ I Y \ / I | IN \ 
x sen F,oM,-- F\öM, u a + F,0M,, 
er — FOM;--FiöMi+-.... + Fi0M;, 
eic. 


Nennt man es? und ®{” die Anfangswerthe von e“ und ©" und setzt 
es ynı? ya) = EN, 


so hat man 
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(2) () 
D: Z— = sin (@6) — P). F'} — x cos (@\, I— PB). 
bs Ü) a E® 
Dan Tr sin al) -— PP), Pi: Kr 603 (N) — PP). 
ec. elc. 


Pr 


ao IK a . PENRIUNR 
Nach Berechnung der Gröfsen —- findet man durch die obige Formel XXAIX. 


ae . - a KOM; N;. 
die Variationen Z/N:. wenn man noch die Gröfsen — — -2:0M. aus 
” v(m)yal)) i 





den für die Gröfsen OM, gefundnen Ausdrücken bestimmt. 


Da in dem Ausdrucke von IM die Pen der einzelnen « die 


’ a z .  4K% 
Summe 4M” haben, so erhält diese Summe in Er den Werth 4 und ver- 


schwindet in den Ausdrücken von IP” und ZN”, was man auch leicht 


a priori beweiset. 
Berlin, den 9ten August 1845. 
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>. 


Ein Lehrsatz von Kegelschnitten. 


(Von Herrn Prof. Umpfenbach zu Giefsen.) 





Liehrsatz. Wenn man an einen Kegelschnitt von einem Puncte A 
aus zwei Tangenten AB und AC zieht, so verhalten sich die Krümmungs- 
halbmesser in Ü und A wie AB’ zu AC. 


Beweis. Der Winkel der beiden Tangenten sei =. Man nehme 
die Tangenten zu Coordinaten- Axen an und es sei AB = a, AU— b. 


Die Gleichung des Kegelschnitts ist von der Gestalt: 


1. ay’4-2IPry-+yar-H2dy+Incte —= 0, 


woraus folgt 


2. öylay+per+9)+ dr(Pyryetn) = 0 


| 
| 


und 
3. Aylay+ße4d)+eöy’+2Pozey+yoar —= 0. 


Differentiirt man die Gleichung des Krümmungskreises: 


ef} + - Ne y—gNeost = eg 
zweimal nach einander, nimmt aus diesen beiden Gleichungen die Werthe von 
ef und y—g und setzt sie in die Gleichung des Kreises, so ergiebt sich 





nach den gehörigen Reductionen: 


3 
__ (dr? +0y?—2d.rdycosi)’ 


0 = u 


— oroO?ysini 





Für den Punct B ist y=0, 2 =a und I — 0. Substituirt man 
diese Werthe in die drei Gleichungen (1. 2. 3.), so ergiebt sich 
ya-Inate—=0$0, yaty=V), (BPa+s)Oy+yor —=v. 


Daraus folgt weiter 
na-+e — (), 


mithin 
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36 Br 
und der Krümmungshalbmesser in B ist 
u ge ER. 
ysini 
Mutatis mutandis findet sich eben so 
Ob+e—=0, al—e, 


und der Krümmungshalbmesser in € 
BF Pb+n 


— 


Br asınd 


Es ıst demnach 


En. a = Pa+ö6 i Pb-+n a (/ E ‘ € 
FRAU ysiniö " osinde r Ba— ,):7 (#6 — * 





€ € rg 
wenn man d = — ——, und „= — —, Substituirt; also 


e:0" = auı:by. 
Aus 
ve — ab — & 
folot aber 


Multiplieirt man diese beiden Proportionen mit einander, so erhält man 


Ro Fr u Be 3 " > 
eo: =a:P, wxb w. 


Im April 1845. 
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6. 


Teoremi relativiı alle eoniche inseritte e ceireoseritte. 


(Del sig. cav. J. Steiner, professore nell’ Universitä e membro dell’ Academia 
di Berlino.) 


(Estratto dal giornale arcadico di Roma tomo XCVIX.) 





I. 
U: punto arbitrario P (Fig. 1.), preso nel piano di un dato triangolo ABC, 


si puö sempre riguardare come il centro di una sezione conica che tocca i 
lati del triangolo. La natura di quesla sezione conica @ messa in evidenza 
dal criterio che segue. S’immagini un secondo triangolo A’B’C, i cui vertici 
siano nel mezzo de’ lati del primo triangolo ABC. I lati del nuovo triangolo 
A'B'C', prolungati all’infinito, dividono tutto lo spazio del piano in sette parli: 
cioe, nello spazio finito del triangolo medesimo A’B’C’; nei tre spazi degli 
angoli opposli ai suoi angoli interni; e finalmente nei tre spazi esterni adiacenti 
ai suoi lati. La sezione conica sara ellisse, se il suo centro P si trova nell’ 
uno de’ primi quaitro spazi; e sarä iperbola, se P si trova nell’uno de’tre 
spazi rimanenti. Quando il punto Pe in uno de’tre lati dello stesso triangolo 
A'B'C', o nel loro prolungamento, la sezione conica passa al limite dove si 
resiringe in una rella, e puö esser considerata, qual piü aggrada, ellisse, od 
iperbola. Allontanandosi il punto P all’infinito, la sezione conica diventa una 
parabola. 

Allorche la sezione conica e un’ellisse, la sua area E puö sempre 
determinarsi facilmente per la data situazione del suo centro P. Infatti, chiamate 
a, ß',y', le perpendicolari abbassate da P sui lati del secondo triangolo A’B’C', 
ed essendo r il raggio del cerchio circoscritio al primo triangolo ABC, si 


ha sempre 


E’ — 4n’radß'y'. 


Pel caso dell’ iperbola, si ha la stessa equazione purche la quantitä E signi- 
fichi l’area dell’ellisse che ha gli stessi assi principali dell’iperbola. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 2, 13 
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ll. 


Il punto P & sempre nello stesso tempo il centro di un’altra sezione 
eonica eircoseritta al medesimo dato triangolo ABC, ed ha qui luogo la corri- 
spondenza notabile, che questa conica @ dello stesso genere che l’inseritla; e 
quando ne’casi limiti linseritta si riduce ad una retta, la circoscritta viene a 
risolversi in un sistema di due parallele. 

Anche per l’area dell’ellisse circoseritta si ha una formula interessante. 
Infatti. chiamate «, P, 7 le tre perpendicolari abbassate da P sui lati del 
triangolo ABC, ed essendo F' l’area dell’ellisse, sara sempre 


" a? 22 
FF? — 
Pel caso dell’iperbola vale l’osservazione precedente. 
Dalle proposizioni (I.) e (II.) si ricava il seguente corollario. Designate 
per E', E’ le aree di due nuove ellissi le quali abbiano il medesimo centro P, 
e siano inscritte e eircoscritte al secondo triangolo A’B’C', si ha sempre 


E? = 4E'’F'. 


Dai teoremi precedenti si deducono inoltre i seguenli. 


IH. 


Consideriamo le due coniche inscritta e circoscritta al triangolo ABC, 
ed aventi comune il centro nel punto arbitrario P. Per il bel teorema del 
sig. Poncelet, vi sono innumerevoli altri triangoli a ciascuno de’quali le medesime 
coniche sono l’una inscritta e l’altra eircoseritta. Pe’vertici del triangolo ABC 
si conducano tre rette parallele ai lati opposti: ne risulterä, simile al triangolo 
ABC, un nuovo triangolo, i cui lati saranno dimezzati da’vertici del trian- 
golo ABC. Ripetendo la medesima costruzione sopra ogni triangolo a cui le 
due coniche sono l’una inscritta e l’altra circoscritta, si otterra una serie di 
nuovi triangoli, rispetto ai quali sussisteraä la notabile proprietä, che le coniche 
loro inscritte dal medesimo centro P, avranno tutte l’area medesima. 


IV. 


Per mezzo del triangolo ausiliare A’B’C’ possono determinarsi facil- 
mente i punti di contatto de’tre lati del triangolo ABC colla sezione conica 
del centro P. Infatti, supposto che i vertici A’, B’, C’ siano rispettivamente 
i punti medii de’lati BC, CA, AB, sia « la intersezione delle due rette PA’ 
e BC: condotta la relta A«, essa segherä il lato BC nel puncto ov’e in 
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contatto colla sezione conica. Invertendo questa costruzione, trovasi il centro 
della sezione conica dati che siano due de’tre punti di contatto; ciö che pro- 
cura sempre la conoscenza della situazione del terzo, essendoche le tre relte 
condotie ai punti di contatto da’vertici opposti A, B, C, s’intersecano mulua- 
mente in un punto. 

Il problema analogo per la sezione conica circoserilta al dato triangolo 
ABC, sarebbe di determinare le sue tangenti ne’vertici A, B, C, dato il suo 
centro P. Anche questo problema puö risolversi per mezzo del triangolo 
ausiliare A’B’C', ma in un modo un poco piü complicato. 


V. 


Il luogo geometrico de’centri di tutie le coniche di area eguale ed in- 
seritte al medesimo dato triangolo ABC, e una curva del terzo grado, i cui 
asintoli sono i lali del secondo triangolo A’B’C’ definito di sopra, ed i loro 
punti di contatto posti nell’infinito sono nello stesso tempo punti d’inflessione *). 
Pel caso della ellisse, questa curva puö avere forme differenti; vale a dire, 
oltre i ire rami infiniti negli spazi esterni (i quali, mediante il passaggio per 
l’infinito, formano un tratto continuo) la curva nello spazio interno conliene 
un’ovale isolata, o un punto isolato (il centro di gravitä comune ai due trian- 
goli ABC, A'B'C'), o nulla piü di reale, secondoche la data area dell’ellisse 
sia inferiore, uguale o superiore all’area del triangolo ABU moltiplicata per 


+ 
3Y2 





IT. 
v1. 

Il luogo geometrico de’centri di tulte le sezioni coniche di area data e 
circoscritte al medesimo dato triangolo ABC, e una curva del sesto grado. 
la quale ha punti doppi ne’mezzi A’, B’, C’ de’lati del triangolo, e ha un dop- 
pio contatto coi lati stessi ne’ loro punti all’infinito **). Pel caso della elisse, 





*) Se avviene ehe una curva abbia un tale asintoto, che il punto di conlatto si- 
tuato nell’infinito sia pure punto d’inflessione, allora i due rami della curva cui si avvicina 
l’asintoto nelle sue direzioni opposte, si trovano dalla medesima parte dell’asintoto. Quando 
il contatto nell’infinito € un contatto volgare, i due rami sono situati rispetto all’asintoto 
in parti diverse. Cotesti due rami possono sempre riguardarsi come formanlı un con- 
tinuo passando per l’infinito; come si vede nella proiezione polare, allorch@ si muta il 
polo, 0 punto di vista, in modo che la proiezione del contatto cada ad una distanza 
infinita. 


**) Una curva si dice avere un doppio contalto con una relta ne’punti posti all 
infinito, quando questa retta € asintota nello stesso tempo di quattro rami della curva 


13 * 









a 


a 
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questo contatto risulta immaginario; e se l’area resta inferiore ad una certa 
quantita, i punti doppi riescono tutti punti isolati, e la curva rimane tutta dentro 
al triangolo A'B’C'; se poi l’area dell’ellisse € appunto eguale a questa quantitä 
(la quale e l’area del iriangolo ABC moltiplicata per 7), i tre punti A’, B', C' 
diventano punti di regresso. Se l’area data & superiore alla detta quantitä, la curva 
de’centri non resta soltanto nell’interno del triangolo A’B’C', ma da’ punti 4), 
B', C esce fuori agli spazi esterni ove forma tre cappi. Le tre figure (1. 2. 3.) 
della tavola annessa mostrano la forma della curva, la prima nel caso dell’ 
iperbola, la seconda e la terza ne’casi della ellisse quando la curva resta tutta 
dentro al triangolo A'B’C', e quando esce agli spazi esterni. Si vede che 
nel caso della ellisse, la curva forma sempre un solo tratto, e che anche nel 
caso dell’iperbola i sei rami infiniti della curva debbono essere riguardati come 
formanti un tratto continuo, mediante il passaggio per l’infinito. Infatti nella 
figura delineata, siano ade def, ed ab’c'd’e' f', punti della curva posti all’ 
infinito: in puntia ea‘, beb', ec., debbono essere riguardati come coincidenti. 
Ciö posto, si poträ camminare sopra un ramo della curva dal punto « al punto 
b' coincidente con 5; dal punto 5, sopra un altro ramo, al punto c’ coincidente 
con €, ec.; e si tornerä infine dal punto f al punto « coincidente col punto 


di parlenza a. 
vn. 

Dato un quadrilatero completo *),. formato da’tre lati del triangolo 
ABC e da una quarta retta Q, si sa che i punti mediü a, db, c delle sue tre 
diagonali giacciono sopra una medesima retta R; e che una conica non puö 
loccare i quattro lati del qudrilatero, senza avere il centro su questa retta BR; 
ne aver il centro su quesla reita RB e toccare tre de’quatiro lali, senza toccare 
anche il quario. Inoltre si vede, dalla ispezione della figura, che i lati B’C', 
C'A', AB’ del triangolo ausiliare A’B’C', i cui vertici sono i mezzi de/lati 
del iriangolo ABC, passano per i punti a, db, c della retta R; e che, pel prin- 





nelle direzioni opposte e dall’una e l’altra parte della retia. Nella proiezione polare 
quesli quaiiro rami si cangiano in due rami che si toccano mutuamente, e l’asintoto di- 
venta la loro tangente commune. 


*) Date quattro reite R, R,, R,, R,, siano Ae A, le intersezioni di RR,, 
ediR,R,;BeB, le intersezioni d RR,, ediR,R,;Ce6, le intersezioni di 
RR,,edi R,R,. Le reite AA,, BB,, CC,, si chiamano le tre diagonali del qua- 
drilatero formato dalle qualiro retie R, R,, R,, R,, detto da Carnot quadrilatero 
completo. 
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cipio di simmetria, anche tutti i lati de’triangoli ausiliari, inserittii analogamente 
ne’tre altri triangoli formati da ogni tre de’quattro lati del quadrilatero, hanno 
le loro intersezioni colla retta Z% ne’medesimi punti «a, b, ce. 

Cio posto, designiamo per Z, M, N gli angoli formali da R co’Ire 
lati B’C', CA’, A'B’, ovvero co’loro paralleli BC, CA, AB: le tre perpen- 
dicolari abbassate da Pa BC, CA’, 4'B', saranno 

e —Pa-.senL, P—=Pb.senM, y—=Pe-senN. 
Quindi essendo, come sopra, E l’area della sezione conica, si avra pel n° 1. 
E: 
4n?.Pa-Pb-Pec 
ove r @ il raggio del circolo eircoscritto al triangolo ABC. Ma la quantitä 
nella sinistra di cotesta equazione, si conserva la medesima rispetto a ciascuno 
de’quattro triangoli formati dai lati del quadrilatero; dunque il valore della 





— rsenLsenMsenN, 


quantitä 
rsen Lsen M sen N, 

non sarä alterato, se, invece del triangolo ABC, prendiamo uno de’tre rimanenli 
triangoli. Da qui la proposizione seguente 

„Dato un quadriletere completo, la retta # passante per i mezzi delle 
„tre diagonali, declini cogli angoli a, a,, a,, a,, da’lati A, A,, A,, A,, del 
„quadrilatero, e siano r, 7,, r,, 7; i raggi de’circoli circosecritli ai quattro trian- 
„goli (4,4,4;), (4,4,4), (4,4 A,), (4AA,4,) formati da’ lati del quadrila- 
„tero: si avra 

r ud rY, nn Y. Ns 


— 
—— — — —.- 





sena sen, sena, sena, 


vn. 


Supponiamo adesso che una retta R qualunque attraversi i lati B’C', 
C'A', A’B’ del triangolo ausiliare A’B’C’ ne’puntli a, b, c, e chiamiamo ellit- 
tici ed :perbolici gli spazi del piano in cui, secondo il n° I. cadono i centri 
dell’ellissi e dell’iperbole inscritte al dato triangolo ABC. La retta R non 
essendo parallela ad alcuno de’lati del triangolo A’B’C', le sue parti opposte, 
prolungate all’infinito, si troveranno sempre l’una in uno spazio iperbolico e 
l’altra in uno spazio ellitticc. Il centro P si muova sulla retta R, sempre 
nella medesima direzione, a partire dalla parte remota all’infinito nello spazio 
iperbolico, ove corrisponde ad una iperbola infinita, ossia ad una parabola. 
L’area dell’iperbola, intesa come sopra & detto (n° I.), diminuisce continuamente, 
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sino a che il centro P viene ad incontrare la prima volta un lato del triangolo 
A'B’C', ciö che avverrä in uno de’tre punti a, 5, ce: sia nel punto a. Da 
qui il centro P entra e corre in uno spazio ellittico, sino all’incontro di un 
secondo lato: questo incontro sia nel punto d. Poi il centro P rienira e si 
avanza in uno spazio iperbolico, sino all’incontro del terzo lato nel punto ce. 
Finalmente il centro P esce in uno spazio ellittico, e l’area dell’ellisse va 
continuamente crescendo da zero sino all’infinito, dov’ella torna a cangiarsi nella 
medesima parabola che in principio. Mentre il centro P cammina da « in b, 
la sezione conica € un’ellisse, la cui area in que’due punti svanisce: bisogna 
dunque che l’area abbia un massimo corrispondente alla situazione del suo 
centro P in un punto e fra a e d. Mentre il centro P si muove da bin ec, 
la sezione conica € un’iperbola la cui area svanisce in que’due punti: bisogna 
dunque che ad una situazione del centro P in un punto 4 fra b e c corrisponda 
un’area iperbolica massima. @Questi due massimi saranno gli unici che esistono, 
e la posizione de’punti e, A, si determina nel modo seguente. Il loro mezzo 'm & il 
centro di gravitä de’tre punli a, db, c, e la loro distanza da questo punte e@ 


y ma? in b?+me? 


em — mh — 


Il teorema precedente fornisce la soluzione ie famoso problema di trovare la 
sezione conica inseritta ad un dato quadrilatero la quale goda di un’erea mas- 
sima, problema di cui si sono occupati i piü illustri matematici, un Eulero, 
un Gauss ed altri. Basta che la reite R sia quella del n° precedente VII., 
cioe la retta passante per i mezzi a, db, c delle tre diagonali del dato qua- 
drilatero. Si trova in questa maniera, che fra le sezioni coniche inscritte al 
dato quadrilatero, sono due che hanno un’area massima, l’una ellisse e l’altra 
iperbola; che il mezzo »m de’loro centri, € il centro di gravila de’mezzi delle 
tre diagonali del dato quadrilatero, ovvero de’sei punti ne’quali s’intersecano 
muluamente i lati del quadrilatero; e che finalmente la distanza de’due centri 


al punto =» e uguale alla quanlitä 
ma?” +mb?-+-me? 


} 6 ’ 
IX. 
I centri di tutle le sezioni coniche eircoscritte al quadrigono *) ABCD, 
irovansi in un’altra sezione conica S passante per i mezzi di tuili i sei lati, 








*) In un quadrigono completo ABCD si considerano le sei rette 
AD, BD, CD, BC, CA, AB, 














‘ 
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e inoltre per le intersezioni A,, B,, €, delle tre paia di lati opposti; ne puo 
una conica avere il centro sopra ‚S e passare per tre de’quattro verlici A, B, 
C, D, senza passare eziandio per il quarto. Per mezzo di questo teorema, 
l’altro famoso problema di trovare la conica minima fra tutte le coniche eir- 
coscritte ad un dato quadrigono ABCD, si riduce al seguente: trovare la 
conica minima fra tutte le coniche che sono circoscritte al triangolo ABC, e 
che hanno il lor centro sulla conica S or definita, passante pe’mezzi de’lati 
del triangolo ABC, ovvero pe’vertici del triangolo ausiliare A’B’C'. Al pro- 
blema proposto sotto tal forma si poträ applicare l’espressione, data nel n°Il., 
dell’area della sezione conica circoseritta al triangolo ABC. 


X. 


La conica S gode di molte proprietä notabili. Gli asintoti di ciascuna 
iperbola circoscritia al quadrigono, sono paralleli ad un sistema di diametri 
coniugali della conica 8. Il centro di S, e il centro di gravita de’vertici del 
quadrigono ABCD. Ad ognuno de’quatiro triangoli, determinati da’vertici del 
quadrigono presi a tre a ire, possono essere inscritte quattro coniche simili 
ad S, e similmente situate con essa; e tulte queste sediei conichi toccano la 
medesima S. Formato il prodotto delle aree delle quattro coniche inscritte a 
ciascuno di quesli quattro triangoli, de’quattro prodotti, o l’uno sara eguale alla 
somma de’tre altri, o la somma di due sarä eguale alla somma de’due altri. Se la 
conica S e un’ellisse, e, per mezzo della proiezione parallela, si trasmuta in un 
circolo, il quadrigono riesce tale nella proiezione, che ciascuno de’suoi quattro 
verlici @ il punto ove si segano le al/ezze del triangolo determinato da’tre vertici 
rimanenti *). Per questa asservazione, le varie proprietä della conica 5 di sopra 
esposte, si cangiano in allre che sono di una grande importanza per la geo- 
metria del triangolo reltilineo, e delle quali ho trattato nel libro: „Die geo- 
„metrischen Construclionen, ausgeführt mittelst der geraden Linie und Eines 





che uniscono due a due i quattro verlici A, B,C,D, ed inoltre le intersezioni A,, B,, €, 


delle tre paia di lati opposti 
ADeBC, BDeC4, CDe AB; 


come nel quadrilatero completo si considerano le sei intersezioni de’quattro lati, e le 
tre diagonali. 

*) I vertici del triangolo e la intersezione delle tre altezze (cio& delle tre perpen- 
dicolari calate da’ verlici ai lati opposti) formano sempre un sistema di quattro punti, 
ciascuno de’quali € la intersezione delle tre altezze del triangolo determinato dai tre altri. 
Una proprieta conosciuta di questi triangoli, €, che i quattro circoli circoseritti ai mede- 
simi sono eguali. 
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„festen Kreises, Berlin 1833 bei Dümmler.” (Le costruzioni geometriche ese- 
guite per mezzo della linea retta e di un solo cerchio fisso, Berlino 1833, 
presso Dümmler.) Questo libro, per le costruzioni geometriche elementari, & 
il supplemento della ingegnosa geometria del compasso del Mascheron:. 


XI. 
Mediante la proiezione polare ed il prineipio delle polari reciproche, 


possono dalle proposizioni antecedenti dedursene altre rispetto alle coniche 


inscrilte ad un quadrilatero, o cirsoseritte ad un quadrigono. Delle quali citero 
le seguenli. 


a) Da’sei verlici di un quadrilatero si conducano altrettante rette paral- 
lele in una data direzione: cosi, per ciascun vertice del quadrilatero passe- 
ranna tre rette: due lati del quadrilatero e la retta parallela alla data dire- 
zione. Conduciamo la quaria armonica, coniugata a quest’ultima: si otterranno 
in questa guisa sei nouve relte che toccano una medesima conica C, e questa 
conica sara inoltre toccata dalle tre diagonali del quadrilatero.. Siano Ze Z, 
due tangenti della conica C, parallele alla data direzione; si potranno circo- 
scrivere a ciascuno de’quattro triangoli, formati dai lati del quadrilatero, quattro 
coniche toccanti le rette Z e Z,. e tutte queste sedici coniche toccheranno la 
medesima conica Ü *). Osservo inoltre che, cangiando la direzione data, tuite 
le coniche € corrispondenti alle diverse direzioni, toccano una medesima retta. 


b) Inseritta una conica alle tre diagonali di un quadrilatero completo, 
si hanno tre tangenti della conica che passano per le sei intersezioni de’ lati 
del quadrilatero; da ciascuno di quesli sei punti si conduca l’altra tangente alla 
medesima conica, e poi un’altra retta la quale, coniugata con questa tangente, 
formi co’due lati passanti pel medesimo punto, un fasceo armonico. Tutte 
le sei quarte armoniche nel detio modo condotte, s’intersecano in un mede- 
simo punto. 


c) Dato un quadrigono ABCD, siano A,, B,, C,, le intersezioni di 
AD e BC, di BD e CA, di CD e AB; una conica qualunque IS circo- 
seritta al triangolo A, B,C,, avrä ne’punti A,, B,, C\, una intersezione co’sei 
lai AD, BD, CD, BC, CA, AB: dunque la medesima conica avrä con 


ciascuno di questi sei lati, anche un’altra intersezione. Cerchiamo in ciascun 





*) Si possono sempre descrivere quattro coniche, che passino per ire punti dati e 
tocchinv due rette date. 
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lato un punto, quarlo arınonico dopo questa intersezione e gli estremi del 
lato: saranno quesli sei quarli armonici in una medesima relta Z. I poli di Z, 
rispetto a tulle le coniche eircoscritte al quadrigono ABCD, si trovano sulla 
conica 8. 


In ciascuno de’quattro triangoli ABC, ABD, BCD, CAD, possono 
inscriversi qualtro coniche che abbiano con 8’ la retta L per secante commune 
(reale, o, secondo la denominazione di Poncelet, zdeale), e tutte queste sediei 
coniche sono toccate dalla medesima conica S. Potendosi al triangolo A,B,C, 
eircoscrivere innumerevoli coniche 'S, a ciascuna corrisponderä una posizione 
determinata della reita L: allorche@ le coniche S' sono soggette alla condizione 
di passare per un quarto punto determinato Q, la retla Z girerä intorno ad 
un altro punto fisso @". 


X. 


Circoseritto ad un ceircolo un quadrilatero completo, e formato il irian- 
golo dalle tre diagonali; il punto d’intersezione commune delle tre altezze del 
triangolo, coineide col centro del circolo. 


XI. 


Dal foco & di una conica si deseriva un circolo con un raggio uguale 
all’asse principale della conica: innumerevoli triangoli ABC possono inscriversi 
a questo eircolo in guisa che siano nello stesso tempo circoseritti alla conica. 
Le altezze di ciascuno di quesli triangoli s’intersecano mutuamente nell’altro 
foco D. Consideriamo uno di essi ABC. A ciascuno de’quattro triangoli 
ABC, ABD, BCD, CAD, inscriviamo qualiro circoli: questi sedici circoli 
toccheranno sempre un altro eircolo il cui diametro € l’asse grande della conica. 


XIV. 


Ritenute le stesse supposizioni del n° precedente, siano a, 5, c i piedi 
delle altezze del triangolo ABC, ed immaginiamo i quattro eircoli inseritti al 
triangolo abe: i loro centri saranno i punti A, B, C, D, ed il circolo col 
centro D sarä costante, e pero toccherä i lati di tutto il sistema de’triangoli 
abe. I quattro circoli precedenli sono toccati da un altro circolo, passante 
per i mezzi de’lati e per i piedi delle altezze del triangolo abc; ed anche 
questo eircolo sara coslante, e pero il luogo geometrico del suo centro sarä 
anch’esso un circolo del centro D. 
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XV. 


In questa occasione comunicherö anche un’altro teorema. 

Il vertice 4 di un cono K di secondo grado, si trovi sopra una super- 
licie 5 del medesimo grado: le due superficie avranno per intersezione commune 
una eurva L. Preso sulla superficie 5 un punto arbitrario P, corrisponderä 
a questo un piano polare rispetto al cono Ä; questo piano sega, generalmente, 
la superficie S’ secondo una conica L’, la quale, in generale, avra due inter- 
sezioni B e Ü colla curva L. In questi punti B e © si conducano le tan- 
genti alla conica Z/ le quali s’intersechino in un punto P’: cio posto, comun- 


que il punto P si muova sulla superficie S, la retta PP’ passerä sempre per 
un medesimo punto fisso A'. 
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T. 


Über die Divisoren gewisser Formen der Zahlen, 
welche aus der "Theorie der Kreistheilung. 
entstehen. 


(Von Herrn Dr. E. E. Kummer, Professor an der Universität zu Breslau. ) 





W en man die imaginären Wurzeln der Gleichung <—=1, in welcher p 
eine Primzahl ist, in Perioden theilt, und zwar in e Perioden von je f Gliedern. 
wenn p—1==e-fist, so sind diese bekanntlich die Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung eten Grades, in welcher der Coöfficient des höchsten Gliedes gleich 
Eins ist und alle übrigen ganze Zahlen sind. Ist x irgend eine imaginäre 
Wurzel der Gleichung z’==1 und g eine primitive Wurzel für die Primzahl p, 
so haben diese Perioden, welche kurz durch 7, 71, %s »».. N7s_ı bezeichnet 
werden sollen, folgende Werthe: 


o®e 2e of—1)e 
n =ı -23 42 0 +...+23 i 
o oe+1 o2e+1 „(fl e+1 
Un = z®e 2 > -- ce -- .. 0. 4 ha u) 
ws Bel ! vre—l ! PT | | ofe—1 
Ne u x — zT» > xe er u ®% ©,® -- > . 


Setzt man nun 

ya) = NY MY R) (Yen); 
so hat man auch 

yry)= ray tray... ty 
WO 4, Aa, Ay, .... a, ganze Zahlen sind, welche in jedem speciellen Fall 
bestimmt werden können. Wir werden nun diese ganze rationale Function 
yp(y) vom eten Grade als Form betrachten, unter welcher gewisse Zahlen 
dargestellt werden können, und namentlich die Divisoren untersuchen, welche 
diese Form haben kann. Zu diesem Zwecke werden wir Congruenzen an- 
wenden. in welchen nicht nur reale ganze Zahlen, sondern auch die irratio- 
nalen, oft imaginären Perioden 7, 7,, 72, .... 7. vorkommen, und darum müssen 
wir zunächst den Sinn festhalten, welchen solche Congruenzen haben sollen. 
Bekanntlich läfst sich jede ganze rationale Function dieser Perioden, welche 
ganze Zahlen zu Coöfficienten hat, auf die lineäre Form en +a mn -+o&m-H... 
... + 6-19. Pringen, und zwar nur auf eine einzige Weise. Wir wollen also 


14 * 
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den Begriff der Congruenz für den gegenwärligen Zweck dahin ausdehnen, dafs 
zwei ganze rationale Funclionen der Perioden für den Modul g, welcher eine 
ganze Zahl sein soll, congruent heifsen sollen, wenn in dem Unterschiede der- 
selben, nachdem er auf die Form en+em-+....+€._1Ne-ı gebracht worden 
ist, alle Coöfficienten €, €, &y .... €,_, durch g theilbar sind. Nach dieser 
Erklärung kann man hier, ebenso wie bei den gewöhnlichen Congruenzen, alle 
Glieder, welche den Modul y als Factor enthalten, weglassen; auch kann man 
diese Congruenzen ebenso mit einander addiren, subtrahiren, multipliciren und 
zu Polenzen erheben. 

Wir gehen nun von dem bekannten Satze aus, dafs, wenn g eine Prim- 
zahl ist, die Coöflieienten 5, db,, b,, .... d,_, des entwickelten Products 

(N) —2)....2—- 41) = #—ber!+b,27”—.... +5,12 
alle durch g theilbar sind, mit Ausnahme des letzten d,_,, welcher durch y 
dividirt den Rest — 1 läfst. Es ist nemlich für jeden Werth des 3 dieses 
Product, als Product von g auf einander folgenden ganzen Zahlen, durch y 
theilbar. also ist auch 
27 —bhz" +0,27" —....+b,_,2 = 0 Mod.g, 
und da nach dem Fermatschen Satze 2’=z ist, so ist auch 
—b,2'"+b,2°"— ....+(6,_,4+1)2 = 0 Mod. g. 

Diese Congruenz vom Grade g— 1 kann aber nicht g verschiedene Wurzeln 
haben: also mufs sie identisch erfüllt werden, wofrasd, zb, =b,=.... 
...=b.=b,-ı+1 Mod.g folgt. 

Nimmt man nun in der obigen Gleichung z=y-—n, und läfst die 
durch g theilbaren Glieder weg, so erhält man die Congruenz 


(A) my mW) —-2—m)....y-gr1—m) 
= (y—m)’—(y—n) Mod. g. 
Bekanntlich sind aber in der binomischen Entwickelung einer gten Potenz, wenn 
g eine Primzahl ist, alle Glieder, mit Ausnahme des ersten und letzten, durch 
g theilbar, also ist (y—n)' = y'’—nl. Ferner, ist n, ein Polynom von 
f Gliedern, und wenn ein solches zur gten Potenz erhoben wird, so sind die 
Coöfficienten aller Glieder durch g theilbar, mit Ausnahme der gten Potenzen 
der einzelnen f Glieder, also ist 
= ae Let Let... are tt Mod. g, 
und wenn g==g’ Mod. p ist, so hat man hiernach 
Mm =n,, Mod. g, 
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in dem besondern Falle aber, wo 9 ==p ist, 
7" =f Mod.p. 

Die Congruenz (y— nn? =y’—n? Mod. g geht also allgemein in (y—n,)’ 
= Y—M4r Mod. g über, und für den besondern Fall g=p giebt sie 
yv-WP=y—f Mod. p. 

Giebt man nun hierin dem % nach einander die Werthe 0, 1,2, .... e—1 
und bildet das Product, so erhält man 

WY= (y—f) Mod. p; 

woraus folgt, dafs p(y) für y=f den Factor p hat, aber für keinen andern 
Werth des y; oder dafs die Congruenz p(y)=0 Mod. p stets eine reelle 


p—1 
2. 
Wir kehren nun zur Untersuchung des allgemeinen Primfactors q zurück, 


für welchen g= g’ Mod. p ist. Vermöge der Congruenz (v—- =y— Nr 
verwandelt sich die Congruenz (A.) in folgende: 


BI) GW) rm) (Vgl) = M—Nk4r Mod. g. 
Es sind die beiden Fälle besonders zu betrachten: erstens wo r durch e theil- 
bar ist, und zweitens, wo dies nicht der Fall ist. Ist x durch e theilbar, so 





Wurzel hat, nemlich y=f= 


ist = N4r, also 

Yv-y -1-mM)y—2—m) ....(y—9+1—n) = 0 Mod. g. 
Setzt man nun nach einander k =0, 1,2, .... e—1 und bildet das Product 
aller dieser Congruenzen, so erhält man 


INPL-DEL—N...- Pr —9rD = 0 Mod. g‘. 
Es müssen also immer e dieser Factoren durch g theilbar sein, oder auch 
einige derselben den Factor g mehreremal enthalten, wenn g = g” Mod. p, 
und r durch e theilbar ist, dafs heifst, wenn g ein eter Potenzrest der Prim- 
zahl g ist. Hieraus erhält man folgenden Lehrsatz: 
„Jede Primzahl, welche ein eter Potenzrest von p ist, ist ein Divisor 
„der Form y(y); oder auch so: die Congruenz p(y)=0 Mod. y hat, 
„wenn der Modul 4 eine Primzahl und zugleich eter Potenzrest von p 
„ist, immer e reelle Wurzeln, welche in besondern Fällen auch zum 
„Theil einander gleich werden können.” 
Der besondere Fall, wo die Perioden eingliedrig, also die imaginären Wurzeln 
der Gleichung «’—1 selbst sind, giebt das bekannte Resultat, dafs die Con- 
gruenz rar? +24... +241=0 Mod. g steis p—1 reelle Wur- 











110 7. Kummer, zur Theorie der Zahlen. 


zeln hat, wenn die Primzahl qg ein p—Iter Potenzrest von p ist, d.h. wenn 
gy=?Imp--1 ist. 

Nachdem gezeigt worden, dafs alle diejenigen Primzahlen, welche 
eie Potenzresie von p sind, Divisoren der Form y(y) sind, ist zwei- 
tens zu untersuchen, ob diese Form, aufser diesen genannten und dem Di- 
visor p, noch andere Divisoren haben kann, oder nicht. Es sei also wieder 
y== g’ Mod. p, aber r nicht durch e theilbar. In diesem Falle giebt die Con- 
gruenz (B.), wenn nach einander Ak —=0, I, 2, .... e—1 gesetzt und das 
Product gebildet wird: 

yy)yy—-MYyYr—Y....Pyy—-4rN = P Mod. g, 
wo P= (n—n)Mm— +) (N —Nr42) : +. (Mir — Nrte-ı) ISt. 

P, als symmetrische Function aller Perioden, ist eine ganze Zahl. Für 
bestimmte p und e kann diese Zahl, auch wenn man alle verschiedenen Werthe 
des r zuläfst, nur eine endliche, bestimmte und verhältnifsmäfsig sehr geringe 
Anzahl verschiedener Primfactoren enthalten, und da p(y) keine andern Prim- 
factoren der genannten Art enthalten kann, als diejenigen, welche auch in 
P vorkommen, so folgt, dafs g(y) nur ausnahmsweise eine stets begrenzte 
Anzahl solcher Primfactoren enthalten kann, welche nicht eie Potenzreste von 
p sind. Um näher zu untersuchen, in welchen Fällen dergleichen ausnahms- 
weise Primfactoren des P, und somit auch des y{y), Statt haben können, ge- 
brauchen wir die Congruenz 

tl Mk+r — Nr, Mod. 9; 
deren Richtigkeit nach den oben aufgestellten Prineipien in die Augen fällt. 
Werden beide Seilen dieser Congruenz zu wiederholten Malen zur gten Potenz 
erhoben. so erhält man die allgemeinere Congruenz 


Y hi'uz, | 
(C.) (MM — Nr4m)" — Nhr+k — NMk+VDr-+k Mod. G. 
Macht man hierin nacheinander A=0, 1, 2, .... e—1 und bildet das Pro- 
duct, so erhält man 


f \I+g+g2+... + ge! 
(Mk rk) 


ZZ (M— Nr) (Nr4k— Mark) »+ ++ (Ne-yr+k"Mer+k) Mod. 9. 
Wenn nun ” keinen gemeinschaftlichen Factor mit e hat, so sind die Indices 
der Perioden A, r--A, 2r--A, .... (e—I)r-+%, in anderer Ordnung ge- 
nommen, den Indices 0, 1, 2, .... e—1 congruent, für den Modul e; das 
Produet rechterhand ist also kein anderes als das Product P, und da P nach 
der Voraussetzung durch g theilbar sein soll, so hat man 


en 14-09 +g +... +1 BE une 
(2% Nr-+K) 9943 ] == () Mod. gG. 
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Wenn nun zur Potenz y— I erhoben wird, so ist 


(Na = (0 Mod. G; 
und, wenn mit 7,— n,,, multiplicirt wird, 


(M—N4)" = 0 Mod. 9, 
woraus nach der Congruenz (C.) folgt: 


Nk— N, = 0 Mod. g; 
welches unmöglich ist. Das Product P hat also keinen Primfactor g von der 
Art, dafs y=g’ Mod. p, wo r keinen gemeinschaftlichen Factor mit e hat. 
Für den Fall also, wo e Primzahl ist, hat man folgenden Lehrsatz: 
„Die Form gY(y) hat, wenn der Grad derselben e eine Primzahl ist, aufser 
„dem Divisor p nur solche Divisoren, welche ete Potenzreste von p sind.” 
Für den Fall aber, wo der Grad der Form Y(y) keine Primzahl ist, kann 
man das gefundene Resultat folgendermaafsen aussprechen. 
„Die Form p(y) hat aufser dem Divisor p im allgemeinen nur solche 
„Primzahlen zu Divisoren, welche ete Potenzreste von p sind; aufserdem 
„aber kann sie auch eine endliche bestimmte Anzahl anderer Divisoren 
„haben, welche, wenn e die von Eins verschiedenen Divisoren &, , 7, -- -- 
„enthält, «te oder te oder yte Potenzreste von p sein müssen.” 

Man kann die Bedingungen, unter welchen Y(y) solche besondere Divi- 
soren enthält, die nicht ete Potenzreste sind, noch etwas genauer angeben. Wenn 
nemlich r und e den gröfsten gemeinschaftlichen Factor « enthalten, und r=r'e, 
e—e'a ist, so setze man in der Congruenz (C.) nach einander A=0, 1,?,.... € —1 
und bilde das Product der so erhaltenen Congruenzen: 


PTR BERN aa aa ans Hi — (NM — Nr) (Nr+k —2r4k) > ++ + (Merk — Ner+k)- 
Giebt man hierin wieder dem % die Werthe 0, 1, 2, .... @—1 und bildet 
das Product, so wird dieses Product auf der rechten Seite gleich P; wovon 
man sich sogleich überzeugt, wenn man bemerkt, dafs die Zahlen von der 
Form Ar-+k für A=0, 1,2, .... e—1 und k=0,1,?, .... @—|1, wenn 
r—roa und e=e«, für den Modul e alle Reste 0, 1, 2, 3, ..... e—I geben. 


Man hat also, da P durch g theilbar sein soll, 


n — n,) (m — 1,41) wi (Ni — 1 TERROR ii aa aaa a Wi — () Mod. 4. 
Erhebt man wieder zur Potenz g—1 und multiplieirt mit (7„—7,)(m—Nrz1) 
... (Ne —Na+r_ı), 80 folgt hieraus 


(m Fra N.) (m u Nr+1) oh ZU 2 (Natı — N == 1) Mod. 9 
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welches vermöge der Congruenz (C.) folgende einfachere Form annimmt: 


(nn) Mm— N) ee: (Na — Na+r-) = 0 Mod. g. 
Es müssen also schon die ersten & Factoren des Products P den Factor y ent- 
halten, damit P oder p(y) denselben enthalten könne. Man könnte durch 
diese einschränkende Bedingung auf die Vermuthung kommen, dafs diese aus- 
nahmsweisen Factoren, welche nicht ete Potenzreste sind, auch wenn e eine 
zusammengesetzte Zahl ist, überhaupt gar nicht vorkommen dürften: dafs dieses 
indefs nicht der Fall ist, vielmehr wirklich dergleichen Factoren Statt haben, 
kann man an folgendem einfachen Beispiele sehen. Nimmt man p = 109, 
e— 6, so erhält man nach bekannten Methoden: 

ın=yryY—By°— 10y°+135y°+9y—77, 
woraus sich leicht für „== 0, 1,2, 3, 4, 5 folgende Werthe des p(y) berechnen 
lassen: 90)=—3; yH=?7'; yY)—= —173; y3)= —Y3;, y4)= 
— 4871; (5) = —”-113. Die hierin vorkommenden Divisoren 2 und 3 
sind keine 6ten Potenzreste von 109; dieselben sind also solche ausnahmsweise 
Divisoren; und es ist 2 ein cubischer Rest und 3 quadratischer Rest von 109; 
welches sehr wohl mit dem oben gefundenen Lehrsatze stimmt. Übrigens sind 
2 und 3 im gegenwärtigen Falle die einzigen Primfactoren von Y(y), welche 
nicht sechste Potenzreste sind. 

Wir zeigen nun noch von zwei wichtigen speciellen Fällen, dafs für 
sie dergleichen Factoren, welche nicht ete Potenzreste von p sind, niemals 
Statt haben können: nemlich für den Fall. wo die Perioden eingliedrig, und 
wo sie zweigliedrig sind. It e=p—1 und f=1, so ist n=r, n==f, 
7» x” elc.; es ist also 

P= («—- a) — a8)... (e’— a"), 
und wenn man von dem ersten Factor x, vom zweiten z?, vom dritten x@’etc., 
heraushebt, so wird 

P= (1- am) ae)... .(1- ae), 
und da 


(2 — 2")(2 — 2”)... (za) gt ter? lt... z+1 


ist, so hat man, wenn z—=1 und m=g—1 genommen wird, 

P=p»p. 
Da nun P keinen andern Factor enthält als p, so folgt hieraus der be- 
kannte Lehrsatz: dafs die Form yP’’+yP”+....+y-+1 aufer dem Divi- 
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sor p nur solche Divisoren enthalten kann, welche »p— Ite Potenzreste von 
p sind, deren lineäre Form also g—=2mp-+-1 ist. 
Wenn ferner die Perioden zweigliedrig sind, also e—= 4p—1), f—? 


ist, oit „= ct, n =24+2%, m —=a8+0” ete., und es wird für 
diesen Fall bekanntlich 














R € un e—1 „e-?2 e—?2 y _ 00 9, —)3 aut. 23 
y(y)=Y y® Br r y -——y IR ui — 0 50 
Ferner ist 

. ok ok r+k or+k 
Nk—TNrtk = re +r > — rc = 2 ® “ 
welcher Ausdruck folgendermaafsen in Factoren zerfällt: 
Nr ae) ee, 
Giebt man nun dem A die Werthe O, 1, 2, .... —? und bildet das Pro- 


duct,. so erhält man leicht 
Pay, arte en 
In diesem Falle hat also P ebenfalls keinen andern Divisor als p, woraus 
folgt, dafs die Form 
e—1 e—?2 


A an en a ee 


aufser dem Divisor p nur solche Divisoren hat, welche 4 (»—1)te Potenzreste 
von p sind, also von der Form 2mp+1. 


3 | 








Dieselbe Methode, welche in dem Vorhergehenden für die Form y(y) 
angewendet wurde, giebt fast ganz in derselben Weise die Primfactoren einer 
weit allgemeineren, sehr merkwürdigen Form vom eten Grade mit e un- 
bestimmten Zahlen. Wenn man nemlich folgende zusammengehörige lineäre 
Functionen der Perioden: 

F(n) u. + 2ıNı +24 RR = AI: PERER 
Fin) = Mm +2,14 Hn+ ... ton, 


F(n.-ı) . net 2ıN +2,n-+ .... 4 So Me? 
mit einander multiplicirt, so wird das Product derselben 
Yv— F(n)F(n)F“n).... F(n._.) 
eine homogene Form vom eten Grade der e unbestimmten Zahlen 3, 2,, 2%. .... 


%,_,, mit ganzzahligen Coöfficienten; welche Form, wie wir sogleich zeigen 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 2, 15 
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werden. in Beziehung auf ihre Divisoren ganz mit der oben untersuchten spe- 

eielleren Form y(y) übereinstimmt. Wir beweisen zunächst folgenden Lehrsatz : 
„Jede Primzahl g, welche ein eter Potenzrest von p ist, so wie auch p 
„selbst, ist ein Divisor der Form 7.” 

Untersuchen wir zuerst den Divisor p, so haben wir, nach denselben 

Principien,. welche oben angewendet wurden, 

Fın)’ = @ +4 +2%:+....+2_)f- Mod p, 
also, wenn die unbestimmten Zahlen &, 2&,, 22, .... &,_, so bestimmt werden, 
dafs ihre Summe durch p theilbar ist, so wird F{n,)P == 0 Mod.p, und wenn 
man k— 0,1,2,.... e— I setzt und diese Congruenzen mit einander mul- 
tiplieirt,. so erhält man #?’== 0 Mod. p, also auch ?= 0 Mod. p; p ist also 
ein Divisor der Form %. 

Um weiter zu beweisen, dafs auch jede Primzahl g, welche ein eter 
Potenzrest von p ist, immer Divisor von 7 sei, setze ich die zweite Pe- 
riode ») als ganze rationale Function der ersten Periode »7; dargestellt; welches 
bekanntlich immer möglich ist. Es sei also 1=O(n), so ist m = O0O(n), 
1 O00(n) ete. Stall 7 aber werde eine unbestimmte Gröfse y genommen 
und folgender Ausdruck gebildet: 

kty) F(Oy)-F(00y).... FEO«DIy)— #P, 

welcher eine ganze rationale Function von y sein wird. Derselbe verschwindet 
offenbar, wenn y==n oder y=n, oder y=n, etc. genommen wird, und 
mufs deshalb den Factor (y—n)y— nn) (y— m) .... (y—n._,) enthalten, wel- 
chen wir oben durch g(y) bezeichnet haben. Es ist demnach 

F(y)F\oy)\F0®y).... KOCP’y)— Y— yly)&, 
wo auch <> eine ganze rationale Function von y bedeutet. Wird nun für y 
irgend eine Wurzel der Congruenz y(y)==0 Mod. g genommen (welche, wenn 
g ein eler Potenzrest von p ist. immer e reale Wurzeln hat, wie wir oben 
gezeigt haben), so hat man: 

Fiy)F(Oy)F(00y).... F(0@"y) = # Mod. g. 
Wenn also irgend ein Factor dieses Productes durch 4 theilbar wird, so wird 
allemal auch % durch g theilbar. Es lassen sich daher die unbestimmten Zahlen 
2, Zjs Zar +++ 2. Immer so bestimmen, dafs die Form 7 den Divisor g er- 
hält, und die Bestimmung derselben ist einfach die, dafs, wenn man in 


Y — 6 | s) | or “> ) 
F (N) — zn 2] N, "7 22 N -- .... + a | Ne—1 
für ns N, My > +++ Me micht mehr die Wurzeln der Gleichung Y(g) = 0, 
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sondern die Wurzeln der Congruenz y(y)==0 Mod. g, aber in der gehöri- 
gen Ordnung genommen, substituirt hat, #°(7)== 0 Mod. g werden muls. 

Die Primfactoren, welche ete Potenzreste von p sind. machen auch 
hier die hauptsächlichsten Divisoren der Form % aus, und aufser diesen haben 
gewisse andere nur ausnahmsweise Statt, deren Bedingungen wir jetzt näher 
untersuchen wollen. Es sei g eine Primzahl, von der Art, dafs == g’ Mod. p 
und r nicht durch e theilbar ist, so ist 

F(n”" = F(n,) Mod. g. 
Erhebt man dies nun zu wiederholten Malen zur Potenz g, so erhält man 
Fan)" = F(n,,) Mod. g. 


‘ 


Selzt man nach einander 4 = 0, 1,2, 3, .... e— I und multiplieirt die so 
erhaltenen Congruenzen in einander, so wird 


Fin trtt44" = F(n)F(n)F(n.) .... F'(ne-y,) Mod. g. 
Wenn nun r und e keinen gemeinschaftlichen Factor haben. so sind die In- 
dices O0, r, ?r, 3r, .... (e—1l)r den Indices OÖ, 1, 2,.... e—I, in anderer 
Ordnung genommen, congruent für den Modul e, also ist das Product rechter- 
hand gleich 7. Soll nun % den Divisor g enthalten, so folgt, dafs 
Fnyttrte +7 = 0 Mod.y 
sein mufs, woraus, ebenso wie oben, En) = 0 Mod.g folgt. Damit aber 
F'(1)) durch g theilbar sei, müssen alle einzelnen Coöffieienten der Perioden. 
also die Unbestimmten 2, 2%), 2» - ... %,_1, durch g theilbar sein. Hieraus 
erhalten wir folgenden Lehrsatz: 
„Wenn die unbestimmten Zahlen der Form % nicht alle einen gemein- 
„schaftlichen Factor haben, so enthält diese Form aufser dem Divisor p 
„nur solche Primfactoren, welche ete Potenzrestie von p sind; oder: wenn 
„e die von Eins verschiedenen Divisoren «, %, y, .... enthält, so kann die 
„Form auch solche Primfactoren enthalten, welche «te oder Pte oder yte ..... 
„Potenzreste von p sind.” 
Daraus geht auch folgender Zusatz hervor: 
„Wenn die unbestimmten Zahlen der Form 7 nicht alle einen gemeinschaft- 
„lichen Factor enthalten, und der Grad e dieser Form ist eine Primzahl, so 
„enthält dieselbe aufser dem Divisor p nur solche Divisoren, welche ete 
„Potenzreste von p sind.” 
Ist e nicht eine Primzahl, sondern « ein Divisor von e, so seig = g’ Mod. p 


und « der gröfste gemeinschaftliche Factor von r und e, so dafs r=r'« und 
15 * 
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e—eo. In diesem Falle hat man, vermöge der Congruenz 
F(n2') = F(n,,.) Mod. g, 


wenn nach einander A = 0, I, 2, .... € —1 gesetzt wird und sodann für 
jeden einzelnen dieser Werthe des A die Zahl k die Werthe 0, 1, ?,.... a —1 


bekommt, 
/ / g+q9?-+ Pu 
F)Fn)F(n)....Fın,.)\trtrtet = # Mod. g; 
denn das Product rechter Hand wird offenbar gleich #, weil Ar+% für die 
angegebenen Werthe des % und k allen den Zahlen 0, I, 2, .... e—1 con- 
eruent wird, für den Modul e. Soll nun # den Factor g haben. so folgt, dafs 
Y a \ Y ee a 
IF(n) Fin)... fin tr =0 Mod.g 
sein mufs, woraus man leicht folgert, dafs auch 
Fn)Fn)F(n)..... F\n.-) = 0 Mod. y 
sein mufs. Damit also # einen Primfactor g habe, welcher nicht eter Potenz- 
rest, sondern nur «ter Potenzrest von p ist, wo « ein Divisor von e, muls 
allemal schon das Product der ersten « Factoren des 7 diesen Factor g ent- 


halten. 
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8. 


Neues Theorem der analytischen Mechanik. 
(Von Herrn ©. G. J. Jacobi, Prof. und Akademiker zu Berlin.) 


(Aus den Monatsberichten der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom Jahre 1828.) 





Ih einer Abhandlung von Enke im Berliner Jahrbuch für 1837 „über die spe- 
ciellen Störungen” findet man die partiellen Differentialquotienten der Werthe, 
welche in der Theorie der elliplischen Bewegung eines Himmelskörpers für 


! 


seine Coordinaten 2, y, x und die Componenten seiner Geschwindigkeit «', 
y', 2’ erhalten werden. Die Elemente, in Bezug auf welche an dem ange- 
führten Orte die partiellen Differentialquotienten genommen werden, sind a die 
halbe grofse Achse, &e der Werth der mittleren Anomalie für = 0, e die 
Excentrieität der Ellipse, & der Winkel zwischen dem Perihel und aufsteigen- 
den Knoten, $3 der aufsteigende Knoten der Ebene der Bahn mit der Ebene 
der xy, ? die Neigung der Ebene der Bahn gegen dieselbe Coordinaten- Ebene. 
Da die Anzahl der partiell zu differentiirenden Ausdrücke, so wie die Anzahl 
der Gröfsen, nach welchen jeder differentiirt wird, sechs beträgt, so wird man 
X 


im Ganzen 36 solcher parliellen Differentialquotienten Sn, 7, elc. haben. 





welche S. 305 und $.309 der erwähnten Abhandlung übersichtlich zusammen- 
gestellt sind. Diese 36 Ausdrücke werden gebraucht, um die Coöffieienten 
der Layrangeschen Störungsformeln zu bilden, in welchen die partiellen Diffe- 
renlialquotienten der Störungsfunction £2, in Bezug auf die Elemente a, & etc. 


genommen, durch die Differentiale der gestörten Elemente Er e 
gedrückt werden. Man kann hieraus umgekehrt die Ausdrücke der Gröfsen 
da de 2.02 
dt?’ dt da” de 


elc. aus- 


ete. ableiten. 





etc. durch die partiellen Differentialquotienten 


Aber Po:sson hat Störungsformeln gegeben, durch welche man direct diese 
Ausdrücke findet. Um in diesen letzteren Störungsformeln die Coöffieienten zu 
bestimmen, hat man die sechs Integralgleichungen der elliptischen Bewegung nach 
den Gröfsen a, & etc. aufzulösen, so dafs diese Gröfsen Functionen von x, y, 2, 
x',y', z' und von Z werden, und dann diese Functionen nach x, y, 2, «', y', 2 
partiell zu differentiiren. Man wird auf diese Weise wieder 36 Ausdrücke 











118 8. 0. 6. J. Jacobi, neues Theorem der analytischen Mechanik. 


di ou . . fi . . 4 
etc. erhalten, aus welchen die Coöfficienten der Poissonschen For- 
12 03 
meln zusammengesetzt sind. 

Statt der Gröfsen a, & etc. kann man beliebige, aber von einander 
unabhängige, sechs Combinalionen derselben als Elemente einführen. Hat die 
Zahl % dieselbe Bedeutung wie in der angeführten Abhandlung, d. h. ist %° 


die Gröfse der anziehenden Kraft für die Einheit der Distanz, so will ich statt « 





3 
u u u a? 
die Gröfse -— , statt 2 die Zeit des Periheliums — — 75, statt e die Quadrat- 
ı 


wurzel des halben Parameters, mit 4 multiplieirt, oder die Gröfse ky(a(1— e‘)). 
statt ? die Grölse kyp.cosi als Elemente einführen. Setzt man 


h? ! / n 

5 >» kpr=Pß, Kkyposi=y, 
3 

“46” , EN A] — A 4 
Yale = 0, WW = PP» 88 ne 7% 





| N 0: O4 
so wird man leicht aus den Ausdrücken — 9 55 ee. die partiellen Differen- 


talquotient y re .: y' ex z' “2 in Bezug auf 
ıalquotienie von X „3, I = —— ı — — = — a { 
pi enten on » ,9 dt’- di? dt ? gi 
or 0x8 
0@«’ OP 
ü ’ | ” da 08 

können. Ebenso wird man, wenn die Ausdrücke 5, 5, etc. bekannt sind, 


Ox 
. . [1 » .. 0a oß u 
daraus leicht die 36 Ausdrücke 5, er etc. finden. Aber wenn man diese 


neuen, nur wenig modilieirten, Elemente wählt, und die partiellen Differential- 





. 7, @. 2, y genommen, oder die 36 Ausdrücke etc. ableiten 


a [) /D . j 9’ 








quotienten der letztern Art mit den parliellen Differentialquotienten der erstern 
Art vergleicht, so wird man den merkwürdigen Satz finden, dafs die 36 par- 


| en D 0 . i 
ttellen Differentialquotienten Fr : 2 etc. den 36 partiellen Differential- 





N 























guolienten En i ET. etc. gleich oder von ihnen nur durch das Zeichen 
verschieden sind. In der That hat man: 

or __ de da 3 UM Hy 

POTT oa’ 09.1199 02? Oy 8a? 

= da or 2 oß Ben; u OY 

7 run ou!’ 7 A a: Be oa’ 

PP Mn : 77:7. ee >). 7 öy 

da 0’ 0  ,)°° Oy or’ 

BI : 0a Bar 2 Ben oy 

ou ox’ ’r ie or’ oy' ZETET 2, 
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und ganz ähnliche Formeln, wenn man y und z für x setzt. Da «' die 
Zeit des Periheliums ist, so kommen in den Integralgleichungen der elliptischen 
Bewegung die Gröfsen £ und «' nur in der Verbindung Z— «' vor: man hat 
[ferner zufolge des Satzes von der lebendigen Kraft: 

k? k? 

9a Vartyyt+z: 


Re tr 
—l22°-yy-+232). 


J 





A 


Hieraus folgt: 














:Z-APR d.x' d? x 
A Fa 
0a —h?r 
>. = , 
in (wer tyy+ 32)? 
) dx’ da a 
woraus man sieht, dafs die Gleichung Zr Pe mir und die ähnlichen in Be- 


zug auf y und z die Drfferentialgleichungen des Problems selber sind. 
die also nur besondere Formeln aus einem Systeme ganz ähnlicher sind. 
die aus den Integralgleichungen abgeleitet werden können. Es giebt eine 
unendliche Menge Systeme von Elementen, die man für «, P etc. wählen 
kann, für welche die obigen Formeln ebenfalls gelten; alle diese Systeme 
können aus einer allgemeinen Formel gefunden werden. 

Ich habe das Beispiel der elliplischen Bewegung eines Himmelskörpers 
sewählt, weil in diesem das Theorem durch die bekannten Formeln ohne Schwie- 
rigkeit verifieirt werden kann. Aber es ist das für dieses Beispiel aufgestellte 
Theorem nur ein besonderer Fall eines allgemeinen, welches für alle Probleme der 
Mechanik gilt, in welchen das Prineip der Erhaltung der Summe der lebendigen 
Kräfte Statt findet, und auch aufserdem für den Fall, in welchem die Kräftefunction 
aufser den Coordinaten noch die Zeit £ explicıte enthält, wenn man nämlich in 
den Zagrange’schen Formeln der Dynamik Kräftefunction diejenige Funclion 
nennt, deren partielle Differentialquotienten, in Bezug auf die rechtwinklichten 
Coordinaten der Puncte des Systems genommen, die auf diese Puncte in der 
Richtung der Coordinatenachsen wirkenden Kräfte geben. Nach einer allgemeinen 
Formel, welche eine willkürliche Function involvirt, kann man immer solche 
Systeme von Elementen finden, für die mit den obigen ganz analoge Formeln 
gelten. Auch führt eine besondere Methode der Integration, welche ich an 
einem andern Orte mittheilen werde, schon von selber auf solches System 
Elemente. Wenn das System materieller Puncte ganz frei ist, so werden 
in allen mechanischen Problemen von der bezeichneten Gattung die dem Werthe 
{—0 entsprechenden Werthe der Coordinaten und der nach den Coordinaten- 
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Achsen zerleglen Geschwindigkeiten der materiellen Puncte ein derarliges Sy- 
stem Elemente. Wenn zwischen den » Puncten irgend welche Verbindun- 
gen Statt finden, welche durch 3n—ın Bedingungsgleichungen gegeben seien, 
so kann man die Position der Puncte immer durch a» von einander unabhän- 


. {“p . ‘ dı i e 
sige Gröfsen 1, 25 »»:- Gm bestimmen. Setzt man g; = Te und drückt 


die halbe Summe der lebendigen Kräfte 7’ durch g,, 92» . :-- Gm» Yi2 Ga9 === Im 
aus. so werden ein System Elemente der genannten Art die dem ?=0 ent- 

















sprechenden Werthe der Gröfsen 9, @ .... Y„ und der Grölsen 
oT oT oT 
pı = dg,° Pe? Be a Pa dr" 
Nennt man diese Anfangswerthe 4%, 4%. -... 4m» P%» Ps ---- Pm, So hat 
man immer: 
om __ 0 og __ 09% 
O4% opi’ Op pi’ 
opi __ op: op: __ __IM 
Om Oi’ 7 om’ 


in welchen Formeln jeder der beiden Indices © und x alle Werthe 1,2.... m 
annehmen kann. Die partiellen Differentialquotienten links vom Gleichheits- 
zeichen setzen voraus, dafs man in die Integralgleichungen des Problems die 
Gröfsen g; und p; als die willkürlichen Constanten eingeführt und diese Glei- 
chungen dann nach den Gröfsen g; und p; aufgelöst hat, so dafs jede derselben 
eine Function von Z und von den ?2n Gröfsen g;, p; wird. Umgekehrt setzen 
die partiellen Differentialquotienten rechts vom Gleichheitszeichen voraus, dafs 
man die Integralgleichungen nach den Gröfsen g}, p; aufgelöst hat, so dafs jede 
dieser Grölsen eine Function der Zeit Z und der 2m Gröfsen g; und p; wird. 
Man sieht leicht, dafs man die letztern Ausdrücke aus den erstern blofs da- 
durch erhalten kann, dafs man g; und g;, p; und p} mit einander vertauscht 
und —EL statt £ setzt. 

Für jedes System von Elementen, welches die im Vorigen erwähnte 
Eigenschaft besitzt, erhalten die Störungsformeln eine möglichst einfache Ge- 
stalt, indem das Differential jedes gestörten Elements einem einzigen partiellen 
Differentialquotienten der Störungsfunction gleich wird, dessen Coöfficient nur 
I oder — I ist, wie dies für die Elemente g}, p} bekannt ist. 

Königsberg, den 21. Nov. 1838. 


N . 
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9. 


Über die Additionstheoreme der Abelschen Integrale 


zweiter und dritter Gattune. 
(Von Herrn Professor Dr. ©. G. J. Jacobi.) 





1. 
Es sei R eine gegebne ganze Function von z vom ?nten Grade, 
1. R= a" +a0""10,2”°....+1; 


V eine ganze Function von x vom nten Grade, in welcher man den Coöffi- 
cient von x” der Einheit gleich setze; ferner « eine Constante und 

2. zV’-eR=f(2) = (—2)(2 —29)....(2 — 0,51) 

— ra”... taup- > 

Die in V vorkommenden Coöfficienten und die Gröfse a betrachte man als 
unabhängige Veränderliche, während dagegen die Coöfficienten der Function A 
unverändert bleiben sollen. Zwischen den ebenfalls veränderlichen 2n-+1 Wur- 
zeln der Gleichung (2.) folgen dann aus dem Abelschen Theorem rn transcen- 
dente Gleichungen, wodurch n Wurzeln als Functionen der übrigen n--1 be- 
stimmt werden. Wenn nämlich »r einen der Werthe 0, 1,2,....22—1 annimmt 
und man die Zeichen der Wurzelgröfse unter dem Integralzeichen gehörig 
bestimmt, so wird 


arda, xy dx, 2n +1 Ko, 1 
u. Sees; tere" ye em )) lt 
Die Anfangs- und Endgränzen der Integrale sind die beiden Systeme der 
Wurzeln zweier Gleichungen von der Form (2.), in denen sich « und die 
Coöfficienten von V verändert haben, während die Function R ungeändert 


geblieben ist. 
Entwickelt man den Ausdruck 











Ion Ya). P +ayR 
vie) > Ya). V—ayR 


nach den absteigenden Potenzen von X, 


PR PWe! 
d. A won rn I zu T zu etc. 9 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 2. 16 


4. A= 
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so findet Abel ferner für die Werthe von m, welche >n sind, 


erde, N a 2 0 Ahle 
ver,Bia,)) SV Ra)) Vaynklanı)) 

Um die Entwicklungscoöfficienten A; durch die Coöfficienten von f(x) oder die 
Grölsen &,, x, etc. und durch die gegebnen Coöfficienten von R darzustellen, 


setze ich für y(z)-V vermöge (2.) den Ausdruck yY(f(x)+a’R), wodurch man 





6. 








1 . 





2. v(f(xz)+a?R)-+ayR 
t. nun Y(cR) log Y(f(az)+a?R)— ayR 
erhält. Setzt man y= re so wird 


vdtr?)tryr _gf’__4y 
vumey-y, Eur 
3 U ur 


1 3 £ .) 7 A 
0 BP FR up 0 SE Ei in 
=yezgYrtgeYTaeTY Tees) 





v(zR) A = log 


und daher 
2 Lt 2a 1 ar 3 a>R? 

N 72. vif@)FaR) Ylafın)) 3 vevf@) To Zara We 
Aus dieser Formel kann man zur Bestimmung von 1; folgende leichte Regel 
ableiten. 

„Mun entwickle den Ausdruck (1+b,2+b,2?....+b,,.,2°"*') nach 
„den aufsteigenden Potenzen von z, setze in dem Üoöfficienten von 
„z' für b,, b, etc. die Gröfsen a,--o,, %&-+a, etc., entwickle alle 


„Producte und Potenzen dieser Binome und multiplicire jeden Term, 
x A r atııtaa:-- .)+1 

„der den Factor af os:.... enthält, noch mit - D > 50 
u, +ua--..)+ 

















„werd der Ausdruck, welchen man erhält, der Werth von 4A; 


Auf diese Weise findet man 


4A,=a, 
4A, = — Ka,a--la,a’), 
Para: a3 a° 
a f | > 2 ‘ ‚P 

31, = — 4a,a--Loya Bar (u; a-+-N2a;c, zte 5); 
$) 3 3 5 
9, | a a 

f Br 
41, —= — Yaza-Loza’) 4 = (aa; -a-+-(a,0,--4,0,) +0) 
— —— (a7 4430} &,— +3a0r — +01 — 
2.4.64! hs ae ee i Ai 


u. S. W. 
Man hat in diesen Formeln die auf a,.;, und «,., folgenden Gröfsen = 0 
und &,,,= | zu setzen. Da man aus (2.) den Werth 
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10. a= Yu) = VaR.... 24) 
findet, so giebt die erste der Formeln (9.) die einfache Gleichung 


z’ da, ırdax dr 
11. - u nad. =] (2: Ders: 1) 
Ser =.) 1 Sr Ra,)'' fe  ere. anl 


2n-+1 











welche für n= I, wenn man die Zeichen der Quadratwurzeln unter dem In- 
tegralzeichen gehörig bestimmt, auf die bekannte Additionsformel der zweiten 
Gattung der elliptiischen Functionen zurückkommt. 


Man erhält dieselben Formeln (9.) für den allgemeineren Fall, wenn 
man noch einen Werth &,,;. hinzunimmt und wieder 


> artid c, ee d. r, art dr 
1 . ı+?2 2n-+?2 ana 
2 v(x,R(x,)) Tr VG, R(a SE 2n+2)) 4: 


setzt. Die Grölsen a, a, .... Ayo ums dann durch die Gleichung 











(T— 2,2 — 8)....(2 Ian) = PIE LEN... Hau 
bestimmt; der Ausdruck, dessen (—H#)te Potenz zu entwickeln ist, wird 
1+-bsy-+by°.... +2 Yt. In den Formeln (9.), welche man aus der 
Entwicklung dieses Ausdrucks nach der oben angegebnen Regel ableitet, hat 
man die auf a,,,,. und @,,,, folgenden Gröfsen @,,,3, @,4, etc. —=0 und wie- 
der o,,;, = 1 zu setzen. Die Grölse « wird hier aber durch keine so einfache 
Formel wie (10.) bestimmt. Die Zahl dieser Gröfsen #, mit deren Hülfe man 
die Gröfsen A; rational durch die Werthe 2,, 2; etc. darstellen kann, vermehrt 
sich bei demselben # immer um eine, wenn die Zahl der Integrale, welche 
das Aggregat (6.) bilden, um zwei zunimmt, 

Ich bemerke noch, dafs man für 4 statt des Ausdrucks (4.) eigentlich 
die Differenz zweier solcher Ausdrücke zu setzen hätte, welche den beiden 
Systemen der Anfangs- und Endgränzen der Integrale entsprechen. Es reicht 
aber hin in (6.) eines der Integrale und in (12.) zwei der Integrale von 2 — U 
an beginnen zu lassen, und auch in dem allgemeineren Falle, wenn man ein 
Aggregat von Inn Integralen betrachtet, m Integrale von der Gränze 0 an 
zu nehmen, weil dann immer die abzuziehende Function / verschwindet. 


2. 
Nach Adel findet man für die dritte Gattung 














dx, dx, a daryızı 
18. JE 2,)V(a, Kix,)) 1 ‚)V(x, R(x;)) N ran Ya, F (2.41) 
— A(0), 


16 * 
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wenn /f(«) den Werth der oben (4.) definirten Function 4(x) für -—« bedeutet. 
Dieser Werth A(«) kann, wie ich im Folgenden zeigen will, durch Einführung 
von Gröfsen, welche von neuen transcendenten Gleichungen abhängen, eine 
merkwürdige Form annehmen, welche für n—1 das bekannte Additionstheorem 
der dritten Gattung der elliptischen Integrale giebt. 


Man kann die Function nten Grades 14 dadurch bestimmen, dafs sie 
vermöge (2.) für 2 —= 2, 2a, .... 2,;, dieselben Werthe wie die gegebne 
Function y annimmt. Man bestimme jetzt zwei andre ganze Functionen von 
vom (2--1)ten Grade, Y und Z, durch die Bedingung, dafs jede von ihnen für 
die Werthe 2=r,,2;, ..... X; dieselben Werthe wie — oder wie y(zR(x)) 


annehmen, und aufserdem noch für «—« die Function Y den Werth + Y(«R(«))., 
die Function Z den Werth — y(«KR(«)) erhalten soll. Da zufolge dieser Annahme 








E 4 X r .. . r * 
% V—Y und — V—Z für die Werte 2 =%,, &;, .... 2... verschwinden 
müssen, so erhält man diese Functionen Y und Z sogleich durch die Formeln 
KL an / Rn > se: 1 —Ln- 
Y— ke RS dl ,) ( Hi) 
14 a («— x,)(a —%3).:..(@— Ka-+ı) 
7 il x Vi, (e—1,)(2X —x,) (XL — Ln-ı) 
6 (a —x,)(@ —L,)::...(& — IUn-+1) ’ 


wenn man wegen der letzten Bedingung die Constanten # und s durch die 
Gleichungen 


15. 7 —= —Vle)—yYCloRlo)), s—= Vla)+y(aR(a)) 


bestimmt. Hier ist V(«) der Werth von V für &—=« und daher zufolge (4.) 


$ 
r . 





16. A (c) _ — TE Ir log 
Nach den gemachten Voraussetzungen müssen die beiden Ausdrücke (2n +2)ter 
Ordnung Y’—aR, Z’—xR durch das Product 
(v2), — 0)... (DL. )(2— 0) 


theilbar sein. Man setze daher 


Y’—ı R= 
. Jr (22) (2-83)... (2,41) (20) (2 Yı)(C—Y:)....(2—Y,), 
6. ») 
Z—ıR — 


(DL) (DT). (1) (08) (7 2,) (O2)... (2 2,). 








9. 0.6. J. Jacobi, über Abelsche Integrale. 125 


Da die Function zR weder einen constanten Term enthält noch die Potenz =’, 
welche die höchste Potenz von x ist, welche in den Ausdrücken (17.) vor- 
kommt, so wird man, wenn man respective in den Functionen Y und Z den 
Coeffieient von x”*! durch den constanten Term dividirt, die Quotienten 


. . En + — fr Ai 
(2,72....2,41- Yı 2.004.) ’ (202... 04102181... %,) 3 


erhalten. Die Werthe dieser Quotienten kann man aber auch anderseits aus den 


Gleichungen (14.) entnehmen, wenn man bemerkt, dafs in —V der Coöfficient 


n y 1 
von x"*' den Werth % hat und der constante Term —=0 ist. Durch Vergleichung 


der beiden Werthe, welche man auf diese Weise für jeden dieser Quolienten erhält, 
findet man, wenn man dieselben noch mit 2,%,....x,;, mulliplieirt, 





kr I  E| Zn (er. ei Et, 
































18 EYıYar*+-Iu ar 
/s8ı Ya» ...Knti Lid ii. 2 = Er Eu 
((- ) l= RI, Dyg +++. In Tur (@ 2,)(@ 23)... (& E41) I, 
woraus 
1+(— / Kuda Nic Uni 
19 sy yvaV(a)+tayRi) op Yasıın Da 
= ” .". ya Va) Zu YyR (@) age IE PETE Se 
ij yr y/ Den 
be 1"] Ü Ban Ba eoee Zn 
folgt. Hieraus erhält man vermöge (13.) und (16.) 
1 Hr ıXg en 
20. A(c) = log a ge —_ 
v(«R(e)) 1+(— f) y Vorree.. Un-+1 
u & 











3 dx, dx; danzı ER 
Js MAC ZEUG: )) ren Yv(z,Ka,)) Pfisunan Y(zan+ı Klaran+ı)) 


Die in der vorstehenden Formel vorkommenden Hülfsgröfsen y,, y» etec.; 
2%, %, etc., welche aus 2,, &, .... &n41, @ Vermittelst der Gleichungen (17.) 
bestimmt werden, kann man aber auch nach dem Adelschen Theorem durch 
transcendente Gleichungen definiren und erhält dann, wenn man noch , , #2 ,..... ©, 
für 2u425 Cars >... Canzı Schreibt, und die diesen Variabeln entsprechenden 
Integrale mit entgegengeseizten Zeichen nimmt, folgendes Theorem. 


Theorem. 


„Aus n--2 gegebnen Gröfsen &,, &ı, .... Luz, @ bestimme 
man drei Systeme von n Gröfsen Wi, Way «... Wn5 Yıy Yas +++ Ya 
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Zn Zanı... 2, durch die drei Systemen von n transcendenten Glei- 
chungen, 











wr dw L 07 dw, Re w”dw, 
v(w,Kiw,)) '/ Vlw,K(w,)) Y(w,R(w,) 


; ar da, He .. 
=. er 5; "JS Va, K(r,)) N ne Er) 
yı nn Y2 dy, yrdy, 
MEER y) I yon Kiy5)) son R(y,)) 
Max E m d|a 
he . rd Kn+1 
= Sc R(a st/az R(x,)) Ver, KU ten R(«))’ 
 ztdz, zndz, Y  zmdz, 
v2, Re) "I Va KRR)) Kharitia 
F a7 da, ray u T 1 un da 
= Se med tI TER Byer Ra, I VaRa)' 


n+1 


















































in welchen R(x) eine ai Function von x vom In’ Grade be- 


deutet und m jeden der n Werthe 0,1,?, .... an —1 annehmen kann. 
Man erhält dann zwischen den Integralen dritter Gattung folgende 
Gleichung: 











/- dw, + dw, Lf. dw, eh 
J (e—w,)y(w, Riw,)) ! (.—w,)y(w, R w)) (.«—w,.)y(w„Klw.)) 











/: dr, 4 dx, +f, dxnzı 
VL, Ve, R(x,)) 'S/ (—x,)VY(ae,K(a,)) (e—rn+1) V(Xn+ıKlarn+ı)) 
141) Pie re 


u a Yn . 


ee ce Kn4l 
—1)" yz Das 
er on 


Man sieht aus diesem Theorem, dafs die Additionsformel für die dritte 
Gattung der Abelschen Integrale dieselbe Form wie bei den elliptischen Inte- 
oralen annimmt. Auch in diesem Theorem, so wie in der Formel (13.), mufs 
man im Allgemeinen von dem logarithmischen Ausdrucke rechts vom Gleich- 
heitszeichen einen ähnlichen, den Anfangsgränzen der Integrale entsprechenden, 
abziehn. Aber es reicht hin, eines der Integrale von &—-0) an zu nehmen, weil 
in diesem Falle der Anfangswerth von # und mithin auch der Anfangswerth 
von A(c) verschwindet. 

Berlin, den 25. August 1845. 
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10. 


Über die Darstellung einer Reihe gegebner Werthe 
dureh eine gebrochne rationale Function. 


(Von Herrn Professor C. G. J. Jacobi zu Berlin.) 








1. 


Di. Lagrangesche Interpolationsformel, welche dazu dient, eine Reihe von 
n Werthen durch eine ganze Function (n—1)ten Grades darzustellen, ist von 
Cauchy durch eine Formel verallgemeinert worden, welche eine Reihe von 
nm Werthen durch eine gebrochne Function darstellt, deren Zähler und Nenner 
respective vom (n—1)ten und ten Grade sind, und welche sich für m 0 auf 
die Lagrangesche Function selber reducirt. Sind w,, w, elc. die Werthe, welche 
die gebrochne Function % annehmen soll, wenn x die Werthe x,. &, etc. erhält. 
so ist der von Cauchy für u gegebne Ausdruck (Analyse algebr. 8.528), 











TR u, DEEEe "WERD (KL 41) C—rm42) .... (C—Lmtn—ı) zz Sr + ete. 
(Lo —Im+1) ee Ko — mtr) X 2 X (Um— nt) lm Emtn-1) \ 
Lo KL). 00 kim 1! 
Ugly: MUm-. STumalsz En nu, + etc. 
(X —Xm) ...e (X, —Ih+n—ı) x .... x (Umi—Ln) u... (Km-i — Um n—1) 


Aus dem hingeschriebnen Term des Zählers und Nenners bildet man leicht alle 
übrigen, indem man im Zähler statt 0, 1,.... un beliebige m -+- 1 und im Nenner 
statt O, I,.... m—1 beliebige m von den Indices ©, 1,2,.... m+n—1 setzl. 
Man kann diese Formel dadurch deduciren, dafs man die lineären Gleichungen, 
von welchen die Aufgabe abhängt, auflöst, und die Determinanten, welche man 
für den Zähler und Nenner von % findet, entwickelt. Aber die unentwickelten 
Determinanten, durch welche man auf mannichfache Art den Zähler und Nenner 
von % darstellen kann, werden bisweilen mit gröfserem Vortheil angewandt 
werden, und ich will diese verschiednen Darstellungsweisen um so eher mit- 
theilen, als die Darstellung gegebner Werthe durch gebrochne rationale Funetio- 


nen in der Theorie der Abelschen Transcendenten von so grofser Wichtigkeit ist. 


Es sei die gesuchte Function & — Br wo N(z) und D(.x) die ganzen 


Functionen vom (n—I)ten und ten Grade bedeuten, welche ihren Zähler und 
Nenner bilden sollen, so hat man aus den »--r lineären Gleichungen 


N (@,) — u, D(x,), N («;) — MW, D(«), eic, 
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die Verhältnisse der m-+-n--1 Coöfficienten von N(x) und D(x) zu bestimmen, 
wodurch man diese Functionen selbst, abgesehn von einem gemeinschaftlichen 
constanten Factor, erhält. Man kann aber auch aus diesen Gleichungen zuerst die 
n Coöfficienten von N (x) eliminiren und dann die Verhältnisse der m --1 Coöffi- 
cienten von D(.r) aus den nach der Elimination erhaltnen Gleichungen bestimmen. 
Hiezu setze man 

fi) = @- 2) m)... (an, Fe) = 
und bilde für die ganzen positiven Werthe von p, welche <m—1 sind, die 
Gleichungen Na, 6 Wr D (a,) 

led a0 f'(w,) 
Dehnt man für jeden der Werthe von » diese Summen über alle oa +n Werthe von 
x; aus, so verschwinden nach der bekannten Theorie der Partialbrüche die Sum- 
men linker Hand vom Gleichheitszeichen, und man erhält die m Gleichungen, 
Er 1odor nein 
I(#;) fs; ’ '(w;) 
Diese ın Gleichungen enthalten jetzt nur noch die m-+-1 Coöfficienten der 
Function D(x) als Unbekannte, deren Verhältnisse aus ihnen zu bestimmen sind. 
Setzt man 





k, 




















Lu Mu x %ı I mi & Um+n—1 zn 
f'(xo) f(sı) ee f (Xm+n-1) Badazz 1/4 
und den Nenner 
D(x) = a+m,2+90°.... +0,82”, 
so werden die »» Gleichungen (1.): 
Vratv ht Yin... tn dd, 
‘ | or un 
2 vu a+9% 0, -- Ü; + Co 0 T Umy+it lm — 0, 
Um ECHO Omyı len + Oomoı' Am m 0, 


in welchen die Coöflicienten v gegebne Gröfsen sind. Substituirt man die aus 
diesen Gleichungen sich ergebenden Verhältnisse der Unbekannten «, «&,,.... &, 
in den Ausdruck &-+,®....+0,x”, so erhält man, abgesehn von einem 
constanten Factor, D(x) gleich der Determinante der Gröfsen 


l A 
VÖ, v, U, ....© Un 
3. v, Ü®; V®;, oo.» Vn+ı 


Un-ı U Vn+i ge Unm-1 s 








10. 6. @G. J. Jacobi, von gebrochnen rationalen Functionen. 129 


Setzt man den constanten Factor =1. so erhält man für nm == 1. 


D(2) = vu, —vr, 
für m=), 
D‘x) = vv, u - (vr, — vB) (9,0, — vi) 9, 
für m=3. 
(a) = 99 + Ivy, —vy — UV, —v 
+ (v, d,V, + vv + ®, v; — V,d;,V, 
-F (0, V; + ®,v,V, 4 v0 — vyd,0%, — viv, 
+ +0, 49% — v,0%9, — 2Iv,0,9;)7, 
u. S. w. 


v,0;%, — vv) 





v,v,)@” 





Der constante Term wird aus dem Coöfficienten der höchsten Potenz x” er- 
halten, wenn man sämmtliche Indices um 1 erhöht und, wenn mn ungerade ist. 


k* aus dem 


alle Zeichen ändert. Allgemeiner erhält man den Coöfficient von x 
Coöfficienten von 2”, wenn man sämmtliche Indices von ?m— 1 abzieht und. 
wenn n ungerade ist, alle Zeichen ändert. 

Man kann für die Function D(x) durch folgende Betrachtungen eine 
einfachere Form finden. Wenn in dem Schema der Gröfsen, aus welchen 
eine Determinante gebildet wird, a)’ die in der (?-+-1)ten Horizontalreihe 
und (&-+ I)ten Vertlicalreihe befindliche Gröfse bedeutet, so ändert sich nach 
einem bekannten Satze die Determinante nicht, wenn man für jedes u! setz! 
a’ — a6), für jedes a{) setzt a? — A,al) — u,uß), u. s.w., wo A, k,, 1, etc. 
beliebige, von 2 unabhängige, Constanten bedeuten; oder, wie ich der Kürze 
wegen sagen will, die aus einem Systeme Gröfsen gebildete Determinante ändert! 
sich nicht, wenn man von jeder Verticalreihe die vorhergehenden, mit belie- 
bigen Constanten multiplieirt, abzieht. Das Gleiche gilt in Bezug auf die Ho- 
rizontalreihen des Schemas der Gröfsen, aus denen man die Determinante bildet. 
Wenn man von jeder Verticalreihe blofs die unmittelbar vorhergehende, mit der- 
selben Gröfse x multiplieirt, abzieht, so erhält man hieraus den allgemeinen 


Satz, dafs die Determinanten der Gröfsen 


l Dr 
a a a ....'a® 
u") a .... ap 
a A a, 
und der Gröfsen 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 2. 17 
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a—a")z Ä—adr .... UP —arDde 
HMW—-UM")E Ga .... AP —-arD»g 
P} 0 “ ‘ j —] , 
Ga E HH —G HE... a, — a’ x 
einander gleich sind. Transformirt man auf diese Weise die Gröfsen (3.). 
so erhält man, wenn 











w, = db, —ev, 
gesetzt wird, folgenden Satz: 
„Es sei 
(2, — 2)w Y aha —a)u 5 Entn—ı (min 1— X) Umtn-1 En 
f(x) L Pan) 5. - f(Am-+n-ı) eng 


so wird D(x), abgesehn von einem constanten Factor, gleich der 
Determinante der Gröfsen 


m w, ..o.® W nn 
m, MBniriiie a 
4. 

rer ee en 


Man erhält nach diesem Satz, wenn man wieder den constanten Factor 
— | setzt, für m—=1, 


D(xz) = ws, 
für m ?2, 
D(x) — WU — u; 
für m —=3, 
D(z) = www, + 210,010; — ww — ww, — un, 
u. S. W. 


Die Cauchysche Formel giebt für den Nenner einen Ausdruck, welcher aus 


' ‘2 —1 .... . . . . 
ee een) Gliedern besteht. Nehmen wir an, was bei dieser 
Untersuchung verstattet ist, dafs der Nenner nicht von höherm Grade als der 
Zähler ist, so wird a »n--1, und daher die Zahl der Terme der Cauchyschen 


' (2m +1)2m(2m—1).... (m-+2) 








Formel gröfser oder so grofs als die Zah „ Welche, 


re 
so lange m —7, die Zahl der Terme der oben aus den Gröfsen ww gebildeten 
Determinante, durch welche D(x) dargestellt worden ist, übertrifft. 

Wenn die Symmetrie der Formeln in Bezug auf die m-+n Werthe von 


r und % nicht berücksichtigt wird, so kann man die Gröfsen, aus denen die 
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Determinante gebildet wird, durch eine neue Transformation vereinfachen. Man 
setze nämlich in (4.) statt der zweiten Verticalreihe die Gröfsen 


w— Wi W— ll, re — lm-ıe 
statt der dritten Verticalreihe die Gröfsen 
. — (a + 2)w + 0, m — (tr) +0 2W, U. S. W.. 
statt der vierten Verticalreihe die Gröfsen 
w— (+0,40) + (949m, 2E)W— 00,0, Wy, U. 8. W. U. S.W., 
so erhält man folgenden Satz: 


nl . 
„Es sei 











fi(&) = (CT —&)(8 — 2,41)... (2 — Imtn-ı)> 
ferner 
a; (ir). W; + hr (ri — 8). Mir rn LE) Umtnı Fıch 
fi (&i) fi(&i+1) fi(&m+n-ı) ee 


so wird D(x), abgesehn von einem constanten Factor, die Determi- 
nante der Gröfsen 

EEE | roten 

BER "ET 7 on 


5. 
0 ‘ Tm—1) 9 
U», B. u... Ur ), . 
In diesem Theorem sind UM, UW,.... UW, dieselben Gröfsen wie w,. 


Dan +0 a ee 

Man erhält noch eine weitre Vereinfachung, wenn man auf ähnliche Art 
die Horizontalreihen der Gröfsen (5.) transformirt. Man setze nämlich statt der 
zweiten Horizontalreihe dieser Gröfsen die folgende: 


7(0 0 4 . Es ) 
M— x Ds U, — 2-00; wen. U!” I — En UN” , 


m—1 
statt der dritten die folgende: 
UP — (z„-. 42.) U” +z2„_12. U”, U;— (nt 2m) Ur + mm Ui, etc. 
u. Ss. f.; so bleibt wieder der Werth der Determinante unverändert, und man 
erhält jetzt folgendes Theorem: 


„Es sei 

fi,.(&) = 
(CL) — 2; 21)... (DI) mir) (IL Im) + (PL mn); 
ferner 


17 * 
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wi—a)w , (wir a) ‚dag re X) Um. 
für) 1 furlaiı) ‚k(&m-—2) 
(Am-ırk — X) Um—ı14k E® (X m4+k—X) Um-tk r a — L£) Um +n—1 
fi, 1 (&m-ı+X) | BR —° fir (Em4n-ı) 


cine " WE 
— PP, 


so werd D(x), abgesehn von einem constanten Factor, gleich der 
Determinante der Gröfsen 


| A le ae 
0) 74 —1) 
V\ Vv, u 


En aa a 


Hier sind VW”, V;, .... Vi”» dieselben Gröfsen wie U, U,,.... Um», 


und daher VS” —= w,, welche Gröfse allein unverändert geblieben ist. 





Transformirt man auf ähnliche Art die letzten »» Horizontalreihen der 
Gröfsen (3.), so erhält man folgenden Satz: 
„Es sei 


P ‚P ‚P 
KU ı Kirıllirı ‚ 2m+n—1l!m+tn—1 ww“) 
pP? 


fi (x;) R fi (Xi 1) ; fi (d’m+n=1) 
wo wneder 











fi(2) = (e—2)8 — Ep)... (Lt): 
so wird D(x), abgesehn von einem constanten Factor, die Determi- 
nante der Gröfsen 
> x nn A 
| Wi” wY 1 aa 
T. WW, W;  ‘ 


wer» Je a A 
Transformirt man aaa auf ähnliche Art die Verticalreihen der Gröfsen (3.), 


so erhält man den Satz, dafs D(x), abgesehn von einem constanten Factor, 
gleich wird der Determinante der Gröfsen 


= I— XI, (22 — 7) a (TC-DNC—T):.:: (r— m) 
\ w®  W; w; m win 
s. !wo w w‘ u. we 


. “ . . . . . . * . 


”- r ie 
/ De ! ae J m—l a EEE win, 
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Endlich kann man wieder die m letzten Horizontalreihen dieser Grölsen 
transformiren. und erhält dann den folgenden Satz: 


„Setzt man 

















27; U; ri Um-ı 
MD —_— —- 4.0... 4 
F;, k (Xi) F; k (xX;+1) F; k ı) 
Ey Um+k x Um+ik-+1 | Um+n a 
| Fi; k (Xm+k) FF;, k “ze +k4 ı) | F; k (Lm- n—1) 
wo wieder 
‚V \ n 
F,.(&) = (Ce —-2)2 — Ep)... (2 mo) 
(x — I m+k) (2 — U ntk+ı) .... (X — End n—#) ’ 


so wird D(x), abgesehn von einem constanten Factor, gleich der 
Determinante der Gröfsen 


l C—T,, (CI, C—X,) et (L-L,NC— I)... (CT—T, ) 
2» x X dr x 
( u vw’ (mi 
9. «AD X, X, En x) 
AN, rn ni .eo.e Aw), . 


Aus diesen beiden letzten Theoremen erhält man eine nach den Grölsen z — x. 


f 
/ 


(2—%,)(2—%,) etc. geordnete Darstellung der Function D(«). 


2. 


Man kann auch sogleich dem System der m Gleichungen ( 1.) sel- 
ber solche verschiedne Formen geben, die unmittelbar auf die verschiednen 
für D(x) gefundnen Determinante führen. Man erhält nämlich verschiedne 
Formen des Systems der m Gleichungen (1.) durch die Betrachtung, dafs die 
Gleichung 

sei x; wD(x;) a. y & N (ai) BEN 
f'(#i) (x) 





nur erfordert, dafs f(x) den Grad n--p übersteige. Es ist daher nicht nöthig. 
für f(x) das Product von allen m--n Factoren @— .r; anzunehmen, sondern 
man wird immer Gleichungen von der vorstehenden Form erhalten können, 
wofern nur die Zahl dieser Factoren die Zahl » übertrifft, wobei aber jedesmal 
wenn 2--%--1 die Zahl der Factoren von f(x) ist, der Exponent » nur einen 
der Werthe 0, 1,2,.... % annehmen darf. Die Summation mufs in allen diesen 
Fällen nur auf solche Werthe von x; ausgedehnt werden, welche in den lineären 
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Facloren z— x; vorkommen, die man zur Bildung der Function f(x) ausgewählt 
hat, oder solche, für welche f(z;)=0 wird, was man überall im Folgenden 
zum richtigen Verständnifs der Summenzeichen festzuhalten hat. Die verschied- 
nen Annahmen, die man hiernach für f(x) machen kann, ergeben eine sehr 
oerofse Menge Gleichungen von der Form 
a; wD(«x;) 
f'(xi) 
'elche sämmtlich in Bezug auf die Co6fficienten von D(x) lineär sind, und 
von denen =» von einander unabhängige die Verhältnisse dieser Coöfficienten 
und mithin die Function D(x) selbst, abgesehn von einem constanten Factor, 
bestimmen. Alle diese Gleichungen lassen sich aus den »» Gleichungen (1.) 
ableiten und es werden daher alle Systeme von == von einander unabhängigen 
Gleichungen (10.) nur verschiedne Formen desselben Systems (1.) sein, welchen 
wiederum verschiedne Formen der Gröfsen, aus welchen man die der Function 
(x) proportionale Determinante zu bilden hat, entsprechen werden. Ich will 
jeizt die zwei hauptsächlichsten dieser Formen näher angeben. 





10. ==-U), 


1°. Man bilde »» Gleichungen (10.), indem man für f(x) immer nur 
das Product aus na +1 Factoren und daher »=0 setzt, von den n--1 Factoren 
ferner n unverändert läfst, während man für die (n--1)ten immer einen andern 
aus den »» übrigen Factoren nimmt. Es sei 














AR aa Ux 
Pr) = (TI) — nr) (U Emtae); Ken = 8, 
u ‚P .yP 
a i Sm+1 Km+1 4 Sm+- n—1 hu ung + MX; Fi ge) 
Zum Zum Umtn—1— Xi Pla)... ? 
so erhält man auf diese Weise, wenn man f(x) = ?(z)(-—x;) und für 


nach und nach die Indices O, 1, .... m—1 setzt, die Gleichungen: 


N | 
104 ni I» G, ar g Om an D(z), 
ID. + Im. . u an =D, 
I, + 1 ti - 0, var — 
THE" Peoyeu.. Kuda =, 


und daher 


A(z+ 24 0 Me (”=9),D (x) 
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gleich der Determinante der Gröfsen 


l x ” ie 

Dee... 

11. t, t, t, Ara 
rd rd md Pre rg 


2°. Setzt man für f(x) nach und nach 
(2). (2 — r,„-ı) 
FR). — om) (E— In) 


Pr) (2 — „CE — In)... (2-0), 
und immer »—0, so erhält man aus (10.) m Gleichungen, welche für D(r) 
die aus den Gröfsen (7.) gebildete Determinante ergeben. 


Andre Formen der lineären Gleichungen, durch welche die Function I (.), 
abgesehn von einem constanten Factor, bestimmt wird, und daher auch andre 
Formen der Elemente der dieser Function proportionalen Determinante erhält 
man, wenn man D(x) auf andre Arten als nach den Potenzen von & entwickelt. 

Es sei z.B. 

12. Die) = dh+ Hd — a) + ha — 2) — 21) 
AI ERTL)... (Pe In-ı) 
wo du, 0, etc. constante Coöfficienten bedeuten, so findet man, 


3°. wenn man den Ausdruck (12.) in die »» Gleichungen ( 1.) substituirt, in 
welchen f(x) das aus allen »--n Factoren gebildete Product bedeutet, Dr), 
abgesehn von einem constanten Factor, gleich der Determinante der Gröfsen (8.). 


4°. Wenn man aus der Gleichung (10.) m Gleichungen bildet, indem 
man immer p=0 und für f(x) zuerst das vollständige Product aus allen 
ın--n Factoren setzt, dann aber nach und nach die Factoren 


C— Im: (DL) In) ++ (EL) — Ları) +: ++ (P— Fam) 
fortläfst, und substituirt man in diesen mr Gleichungen für D(x) seinen Aus- 
druck (12.), so erhält man D(x) der Determinante der Gröfsen (9.) proportional. 

Wenn man D(x) durch den Ausdruck (12.) darstellt, so wird man im 


Allgemeinen für die Coöfficienten der Unbekannten d,, d\, etc. in den »r Gleichun- 
gen vereinfachte Ausdrücke dadurch erhalten, dafs man für f(x) das Product 
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aus den »n Factoren 2— 2,, 2 —I,, .... 2E— 2 und aus 2— m--1 oder 
einer gröfsern Zahl andern setzt, welche man beliebig aus den » übrigen 
Factoren 2 — 2,5 C— Luarıs »*-- 2 — Ian auswählen kann. Es werden 
nämlich in dem Aggregate, welches den Coöfficient von 0); bildet, immer die in 
‚ multiplieirten Terme verschwinden, und in jedem andern, in 





m 


m 


u, multiplieirten, Term wird sich der Factor | 
(2, — Li) er — X) ..0.% (X, en X;_ı) 


[ortheben. 





Man kann aber auch stalt der constanten Coöffieienten von D(.r) Funclio- 
nen von x als die Unbekannten der lineären Gleichungen, durch welche man 
D(x) bestimmen will, einführen, wie die folgenden Beispiele zeigen. 


5°. Es sei 


up 2 3 r 
D= a+ar +2 +0,2°. .- oe 
DEREEEBE 2er net - a 

pet | » | mn—? 
DB et ug ı 4 TR, 

D,.-: — FL m—1 4 Om 4 ’ D, Om g 


woraus 


EA u D — ıD, a 0; — D, — cD,. az Ü ni =— A — ıD,. [84 —D.. 


en 


und daher 


13. Die) = D-+(©,—r)D, -—- 2,(&,—x)D,; .....+-.7"(2,—x)D,, 
folgt. Setzt man 
ar (ai —a) u; _ x" uw; 
Fr ui x .c en rn 
so erhält man durch Substitution des Ausdrucks (13.) in (10.). wenn f(x) 


vom (2--1-+ p)ten oder einem höhern Grade angenommen wird, 
* | . | 
14. 0=v,D+wD-+w,ıD;,....+w,m-Dn. 


Nimmt man beliebige »ı von einander unabhängige Gleichungen (14.), so hat 


<' 


Do 








man 22 lineäre Gleichungen zwischen den Unbekannten D, D,,.... D„, aus de- 
nen man ihre Verhältnisse bestimmen kann. Die »n--1 parliellen Determinanten *). 
welche auf diese Weise den Funclionen D, D,, D;,.... D, proportional ge- 





*) Wenn man mehr Verticalreihen als Horizontalreihen oder mehr Horizontalreihen 
als Verticalreihen hat, so nenne ich die Determinanten, welche dadurch, dafs man eine 
gleiche Zahl Horizontal- und Verticalreihen mit einander combinirt, erhalten werden, 
partielle Determinanten. 
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funden werden, müssen mit ihnen respective von demselben Grade sein. Denn 
da alle Gröfsen := in den Gleichungen ( 17.) lineäre Functionen von x und nur die 
Gröfsen ® constant sind, so sind die den Unbekannten Z) und D, proportlionalen 
Determinanten eben so wie diese selbst Functionen von z vom mten und (2 — I )ten 
Grade. Da ferner in unsrer Untersuchung « einen beliebigen Werth annehmen kann, 


so werden im Allgemeinen D und D, keinen gemeinschaftlichen Factor haben. 
Wenn aber zwei ganze Funclionen D und D,, die keinen gemeinschafllichen 
Factor haben, zweien anderen ganzen Funclionen X und E, proportional und D 


i D D ’ . ei 
und #£ von demselben Grade sind, so mufs 7 E eine Conslanle sein *). 
4 “. 


hl 


Es werden daher die Functionen D, D,, D,, .... D, aus den partiellen De- 


terminanlen, denen sie vermöge der m Gleichungen (14.) proportional gefun- 
den werden, durch Multiplication mit einer Constante erhalten und daher mit ihnen 
von demselben Grade sein. Es folgt hieraus, dafs sich in den Determinanten. 
welche den Functionen D,. D,, .... D,, proportional sind und deren einzelne 
Terme alle auf den (m —!)ten Grad steigen, respeclive die höchste, die beiden 
höchsten ete. oder endlich alle Potenzen von x fortheben müssen. 

Nimmt man für f(x) die vollständige Function vom (m--n)ten Grade 
und giebt, wie es für diesen Fall verstattet ist, dem Exponenten p die Werthe 
0.1222 .... m—1, so ergiebt sich aus den so erhaltnen »r Gleichungen das 
Resultat, dafs I/a). abgesehn von einem constanten Factor, der aus den Grö- 
[sen (4.) gebildeten Determinante gleich ist. Nimmt man zu den Gröfsen (4.) 


noch aus (3.) die Gröfsen ®,, v,. .... &,_, als (m-1-1)te Verticalreihe hinzu, 
so sieht man, dafs die übrigen partliellen Determinanten den Funclionen niedre- 
ren Grades D,. D;,. .... D,, proporlional werden. 


6°. Ich will jetzt als Unbekannte die ganzen Funclionen von x an- 
nehmen, welche man, wenn man D(.x) hintereinander durch 2 — x,. 2 — 2. 
C—Ly, 2... 2 — 2 dividirt, successive als Quotienten erhält. Man findet 
die hierauf bezüglichen Formeln durch folgende Betrachtungen. 


Das 5le Lemma des 3ten Buchs der Newionschen Principia enthält 
bekanntlich folgenden Satz. „Wenn y,, yı, yı etc. die Werthe einer Func- 





*) Wenn nämlich DE,—D,E=0, so mufs für alle Werthe von x, für welche D 
verschwindet, auch E verschwinden, weil D und D, keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben; sind daher I und E von demselben Grade, so können sie nur durch einen con- 
stanten Factor verschieden sein. 


Crelle’s Journal f, d, M. Bd. XXX. Heft 2, 18 
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tion y sind, welche den Werthen &,, £,, &, etc. der Variable x ent- 
sprechen, und man 





Yızyo RE 2 ia zo DO ’ 
en a — —_—. Yon Per, elc. 9 
1 1 "rh o A 2 — I ı 4A 5 — g 
y‘ , ‘ y' y‘ y“ y‘ 
u; „eo Ya Tr „u ? e_- 2 „ 
prugmer"shaung {5 Bier nen ; 5 Din 1 
Ya 4 ) Is — Ui UXa 
N “4 ' ‘ N “ 4 “ 4 “ yü 
m “4 a 2 vu —n “4 
Ei... 20 — 2 —— A PORN h A i 3 . > PET Y2 etc 
Ya Ko Fi Y,—X, 
setzt, so ward 
. r | ' f » ‚ye \ | ar f . / a ‚ye . | or \ f » » N y» . 7 LA 
yz= Yo Yo 41 — Li TyYu(X —X„Tı (2—X,) Tyo (C—F)C—r,)(C— 0) etc. 


Ist y eine ganze rationale Function der pten Ordnung, so erhält man den 
vollständigen Ausdruck dieser Function, wenn man ihre p--1 Werthe yv, 
Yıs »... Y, kennt und die vorstehende Reihe bis zu dem Term 


yPrz— 2)[2 —8)....(2e—LX,,) 


‘0 y» 
fortselzt. Allgemein kann die Formel, wie Newton will, zur Interpolation benutzt 
werden. Die Ausdrücke von y,, y, etc. durch die gegebnen Werthe sind 














ep Yo | Yı 
Yo = 6 JADE * ey 
. 1 0 —\] f 2 ar I 0 
15 y Ze Yo = Yı 4- Y? 
‘0 (KL) Ro Ka) A AH Es) (#,—-r,)8, Ab 
etc. 
Seizi man in diese Formeln y= D(x), betrachtet ferner D(x) selbst als den 


ersten der gegebnen Werthe, dagegen D(x;) als den gesuchten Werth, so 
erhält man 
16. D(=;)—= D--D(x;— r)-+D" 2,—a)\2;—2,)+-D"2,—r)\2;—2,)2;— 2) 
.. + Da, — 2) (2; 8). ... (2; 20.22); 

wo D, D",.... DD” zufolge (15.) durch die folgenden Gleichungen be- 
stimmt werden, 

BD = Pie), 
D(r) , D(x,) 











D' — kemue-, 
X—X, Ko— X! 
nD'" aa: D(.r) 3 D er.) Ze D (X ,) 
(v— x) —r,) (a - ar FL) (ar ra, — 1)’ 
ete. 


Diese Ausdrücke sind sämmtlich ganze Functionen von «, und man sieht aus 





u TER 


i 
c 
E 
5 
i 
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ihrer Zusammenselzung leicht, dafs man sie als Quolienten erhält, wenn man die 
erste von ihnen D(.r) durch die Grölsen #—x,, (e—x,)(2—.r,) ete. dividirt. 
Man kann dieselben auch successive bilden, indem D" der Quotient der Divi- 
sion von D’ durch e—.ıx,. D'' der Quotient der Division von D"” durch e—.r, 
wird, ete. Substituirt man den Ausdruck (16.) in m von einander unabhängige 
Gleichungen (10.), und betrachtet darin die m--1 Gröfsen D, D', .... DW 
als Unbekannte, so kann man wieder, wie oben bei den Functionen I, D,, D, ete.. 
zeigen, dafs sie von den aus ihren Coöfficienten gebildeten partiellen Determinan- 
ten nur durch einen constanten Factor unterschieden sein können, und sich des- 
halb in den Determinanten, welche den »» —1 Functionen D", D", .... DW 
proportional sind, die höchste Potenz von x, die beiden höchsten u. s. w. oder 
endlich alle Potenzen von & fortheben müssen. 

Die Coöfficienten von D, D’ etc. in den »n aus (10.) erhaltnen Gleichungen 
vereinfachen sich, wenn f(x) in (10.) den Factor (e— x, — 2 ,)....(C—ı„_:) 


f(x) 


(X— I) Ee —r,).--- (X —ri-ı) 





enthält. Setzt man wieder f(x) = .„ so erhält 
man aus (10.) die Gleichung 


17. S-D-4S..D’+48,:D"....+8,.D” — 0. 














wo 
18. Sr ii S—3 wi (Wi —.5£) Kor mag" wii (ai) 
I (xi) '(«i) | fi (xi) 
Se ur, (ai x) 


m 


Sn (2;) 

Nimmt man für f(x) den vollständigen Ausdruck vom (m--n)ten Grade an und 
bildet die »n Gleichungen, indem man nach und nach in (18.) für p seine 
Werthe 0, 1, 2, .... m—1 selzi, so erhält man aus denselben D(x), ab- 
sesehn von einem constanten Factor, gleich der Determinante der Gröfsen (5.). 
Bildet man aber die m Gleichungen, indem man in (18.) p=0V und für f(x) 


nach und nach die Funclionen 


f(x) f(&) f(x) 


\#), L—Im-ı’: (KmLm) Ram) km) L—Lm) (X—Xım-3) 
setzt, deren erste wieder die vollständige Function (m-+-n)ten Grades ist, so 
erhält man D(x), abgesehn von einem constanten Factor, der Determinante der 
Gröfsen (6.) gleich. Durch ganz ähnliche Determinanten erhält man aber auch, 
zufolge der vorstehenden Betrachtungen, die ganzen Functionen,, welche sich als 
die Quolienten der Division von D(x) durch #— 2, (2 — 2,)(@ —x,) U. S. W. 
ergeben. 








18 * 
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Den Zähler N(x) kann man, abgesehn von einem constanten Factor, 
unmiltelbar aus dem Nenner Dr) erhalten, wenn man nur für die Grö- 


» “ . r l l F . .,.» 
[sen w,, #, elc. ihre reciproken Werthe —, — etc. setzt, und gleichzeitig 
Sr 


m und 2» in na— |! und »» --i ändert. so dafs umgekehrt der Nenner von 
der Ordnung n— !, der Zähler von der Ordnung n wird. Denn die Auf- 


° a) „ f* N (x) . . 
vabe, die Grölsen %,. %, etc. durch den Bruch Dia) darzustellen, ist dieselbe 
* . » . « I l l D (x) 
wie die Aufgabe, die Gröfsen —, — ete. durch den Bruch Nr darzustellen. 


Ko %ı 


Es bleibt dann noch übrig, den constanten Factor, mit welchem der Quotient 
der beiden so gefundnen Delerminanten multiplieirt werden mufs, zu bestimmen, 
wozu einer der gegebnen Werthe des Bruchs hinreicht. 


Da der Nenner als eine Determinante vom zmten Grade gefunden wurde, 
(wenn man den @rad der Determinante nach der Zahl der Horizontal- oder Ver- 
ticalreihen der Gröfsen, aus denen sie gebildet ist, bestimmt,) so wird auf die an- 
vegebne Weise der Zähler als eine Determinante vom (n—1)ten Grade erhalten 
werden. Wenn daher der Grad des Zählers und Nenners sehr verschieden ist, 
so wird die eine Determinante von einem hohen Grade werden, während die 
andre von einem niedern Grade sein kann. Man wird aber aus dem Folgen- 
den ersehen, dafs man auch immer den Zähler durch eine Determinante von 
(m--I)ten Grade darstellen kann. Diese Darstellung wird einfacher als die 
obige, wenn die Grade des Zählers und Nenners um zwei oder mehr Einheiten 
verschieden sind und man, wie es nach der oben gemachten Bemerkung ver- 
stattet ist, die Aufgabe so stellt, dafs der Nenner vom niedrigeren Grade als 
der Zähler wird. Auch wird man bei dieser Darstellung der Bestimmung des 
hinzuzufügenden constanlen Factors überhoben. 


Es sei y(x) eine Function von & vom nten oder einem höhern Grade 
und das Product von einer entsprechenden Anzahl der lineären Factoren .r — x. 
e— x, ele. Man hat dann durch die bekannten Formeln der Theorie der 
Partialbrüche., 
em N (.,) Te 
FE Br ua x) 4 (&,) 


u,D (.r,) 
(2, — a) y (ar) 


> 


Y (“X 


wo man unter dem Summenzeichen für r alle diejenigen Indices 0, I, ?, 











N (a) 
r) 


m--n—1 zu selzen hal, für welche y(x,)—= 0 wird. Selizt man für D’«) 








zum 
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wieder @+@,®2....-+-0„x2” und 
p 








(Kr — a0) pP (&r) Ei 
so giebt die vorstehende Formel: 
N (x | 
re — = 0 T,-+e, T, ren TOm .., 


Wenn man daher die Gröfsen «, «, etc. den partiellen Determinanten der 
Gleichungen (2.) $. 1. gleich setzt, oder der constante Factor, mit welchem 


die Determinanten multiplieirt werden müssen, überall —= I angenommen wird. 
N (x) 





so wird — gleich der Determinante der Gröfsen 


p(x) 
rg Y 
0 . .o0% ’ 
T, T,, 
©, u... 
19. ©, % 220.) Om 
Un—ı Um ..oo. Um ’ 


wo die Gröfsen v dieselben sind wie in (3.). 
Transformirt man auf dieselbe Art wie zu Ende des $.1. die »n letzten 





i N(x a 
Horizontalreihen, so erhält man a gleich der Determinante der Grölsen 
| T, T, es T,, 


Ww‘ wi; u 
20. (W; SE 4 
wir-» wi» RR Je 
wo die Gröfsen W dieselben wie in (7.) sind. 
Multiplieirt man in (19.) jede Verticalreihe mit x und zieht sie von 


der folgenden ab, so ergiebt sich, wenn 
pP 





x Ur Nr le > 
— vu D 
Y (x) 

. . m . N (x) . | . » Gröfs 
gesetzt wird, die Function — gleich der Determinante der Gröfsen 
r 

= Y 
T, S, S, Er Sn 
Ü, u, w; Fe W ni 
21. v, w, © 


Un-1ı Wrn-ı Wim yAap Wym-: 
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wo die Gröfsen ww dieselben wie in (4.) sind. Der in dieser Determinante 
in 7, multiplieirte Ausdruck ist der Nenner D(x). 

Um die Gröfsen (21.) noch weiter zu reduciren, will ich annehmen. 
dals die Function g(x) dem Product 


(X — 2.4) (x Zr =) eo... (x — mtn-2) 


entweder gleich sei oder dieses Product als Factor enthalte. Ferner sei 





Ba en f (X) Dick) ai < a? U; 
ach a ae Pen En > ee PT 
(1 ni m—ı)( u... m) .... (A — U m+k-2) PA 3 
wenn die Summe nur auf diejenigen Indices r erstreckt wird, für welche 
pı(X,)=0 wird. Wenn man jetzt auf die $. 1. angewandte Art sowohl die 


m letzten llorizonlalreihen als die an letzten Verlicalreihen der Gröfsen (21.) 








i x 5 NV (x) R , 
ıransformirt, so erhält man — Pyr; gleich der Determinante der Gröfsen 
T, ug” Eee Par ons, 
; j ‘ )) v‘ )) J c )) .J; Ber 
22. WW, 0 ef? 
wir» u. yir-D RE yve—) 


m—li 9 
wo die Gröfsen V dieselben wie in (6.) sind. | 
Es sei jetzt 
x. u, 
(2,8) Pi (a) ? | 


wo immer wieder die Summalion nur auf diejenigen Indices ” sich erstreckt, | 





EN _— 5 
p — 


für welche y,(z,)= 0 wird. Man hat dann die Formeln, 
/ ! U Y 
© iz ER, £ = Ss‘ ’ —. 1 pP» 
x v 1 ‘ BEIE 
(—2,)T +89, =T,; 
u. S. w. 


Ferner ist, wenn die Gröfsen AY? dieselbe Bedeutung wie in (9.) haben. 





( zT Ton) ws + v\ a At ? 
(X > ) KU) - 2 V‘ == AV) . 
uU. S. W. 


Wenn man die Gröfsen der ersten Verticalreihe in (22.) sämmtlich mt 2 — r,,_, 
multiplieirt, so wird der Werth der ganzen Determinante mit derselben Gröfse 


multiplieirt und daher = ——. Addirt man nach der Multiplication zu den 
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Gröfsen der ersten Verlicalreihe respective die unveränderten Gröfsen der 
zweiten Verticalreihe, so wird die erste Verticalreihe 


To; AT”, Ä,, a Zu A”, 
während sich der Werth der Determinante us nicht ändert. Multiplieir! 
( 
man die letztern Gröfsen mit 2 — x, und addirt dann respective die Gröfsen 
der dritten Verticalreihe, so wird die erste Verticalreihe 


7 wr0 4 m— 
RK. en, 


- 








’{» 
während die Determinante nn wird. Fährt man so fort, so erhält man 
2 
» N « ’ . . “ 
den Satz, dafs 7 ” gleich ist der Determinante der Gröfsen 


ne De 
0 () 0 ( 


ın 


| ei 
Bee pe. u 


Ken pen en... ve 


m m—1 


Transformirt man die »n letzten Verticalreihen in (20.) auf dieselbe Art, 
wie in $. 1. die Gröfsen (8.) in (9.) transformirt wurden, so erhält man — x “ 
gleich der Determinante der Gröfsen 

T, T, DT DM 
"u A EEE \. 
94, A, X, A, er 
A, X, A, Mr - 
Xen xD Xen, Ken, 
wo nur die erste Horizontalreihe die Variable & enthält. 
Setzt man für (2)=f(x) die vollständige Function (R--m)ten Grades und 


cr u; 





R => 


pP (2,— x) f' (x,) 9 
so verwandeln sich in der ersten Horizontalreihe von (19.) die Gröfsen T', in 
die Gröfsen R,. Man hat zwischen diesen und den Gröfsen 
x Ur 


Bar f(@)’ 


D, 
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welche die übrigen Horizontalreihen in (19.) bilden, die Gleichungen 
»R,+v, = R,.: 

Wenn man daher in (19.) für die Gröfsen 7‘, in der ersten Horizontalreihe 
die Gröfsen R, selzi und dann zu der zweiten Horizontalreihe die erste. 
mit = multiplieirt, addirt, so verwandelt sich die zweite Horizontalreihe in 
R,. R,,.... R,„.ı; addirt man diese, mit x multiplicirt, zur dritten Horizon- 
talreihe, so verwandelt sich die dritte Horizontalreihe in R,, R,,..... R,... 
Fährt man auf diese Weise fort, wobei der Werth der Determinante nicht 
geändert wird, und wählt für den Nenner D(x) die Bestimmung durch die 
Determinante der Gröfsen (4.), so erhält man folgenden Satz. 


Theorem I. 
„Ks seı 


























f(x) _— (x ,. Tu) (X u |) . sy (x u Bat) 9 
F ‚p p 
R en 2, Wo ER 21 Hı N I m+n—1 Um Hn—1 
(1 X) f(x) | wir) f! (1) ze (Um+n—1— X) TIza40-1) , 
u; ) 
u . ah (ro —.r) Un | xı 2 —. x) UM | x, RE -.n—]1 —r) Um u. 
N / ! (x) | f (x) rn | f' (Am Er, ’ 
so wird 
95 1 N(e) ZI+RS”R,.... RW 
. ur res . .. v1 0 4 —1) ? 
f(x) Die) S+Ww. wi.... wg 


wenn man nach Bildung der beiden Determinanten in jedem ihrer 
Terme respective R,,; und w,,,; für RÜ und wÜ setzt. 


) 


Aus dem Ausdrucke, welchen in der Lagrangeschen Interpolations- 
formel der Coöffieient der höchsten Potenz der Variable erhält, bildet man nach 
einer einfachen Regel die gesuchte Funclion selbst. Sind nämlich &,,&,,.... x 


L 
die Werthe von x, für welche eine ganze Funclion pten Grades die Werthe 
Uy, U, .... %, annehmen soll, und ist (x) = («—ır,) (2e—r,)....(2X—X,), 50 


wird der Coeflicient von x? in der gesuchten Function, 


U] u, Ä Up 


Fix.) ' 2.) I Fi)’ 
und man erhält aus diesem Ausdrucke die gesuchte Function selbst. wenn 


. u u U 
respeclive ——, — —, .... r— setzt 
Kl, 2a, K%— Kp 


man darin für %,. U.» .... U 





pP 


und mit F'x) multiplieirt. Ganz dieselbe Regel gilt, wie man aus dem 
Theorem 1. sieht, bei der Darstellung gegebner Werthe durch eine gebrochne 
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rationale Function für die Bildung des Zählers. Aber auch für den Nenner 
D‘x) gilt eine ähnliche noch einfachere Bildungsweise, indem man nur nöthig 
hat, um diese Function zu erhalten, in dem algebraischen Ausdrucke des Co&f- 
ficienten ihres höchsten, mit =” multiplieirten, Terms statt w,, «, etc. respeclive 
u,(2 — X), u(2— x,) etc. zu setzen. Man hat daher folgendes Theorem. 


Theorem Il. 


„Wenn man eine rationale gebrochne Function von x, deren Nen- 
ner auf den m" Grad steigt, durch die Werthe u,. u,, u, etc. be- 
stimmt, welche dieselbe für die Werthe &,, x,, 2, etc. der Variable « 
annimmt, so werden die algebraischen Ausdrücke der Coefficienten 
der höchsten Potenz von x im Zähler und Nenner ganze homogene 
Functionen von u,., u,, u, ele. vom (m--1)'” und m” Grade, und 
man erhält aus ihnen den Zähler und Nenner selbst, wenn man 
respeclive für u,, u,, u, elc. in dem einen Ausdrucke die Gröfsen 

Un u U, 


y) Pe » » elc. 
R —JLo —%ı X— X 








und in dem andern Ausdrucke die Gröfsen 
u(2 — x), WE— I) WO—R,) elec. 


selzt, und hierauf den ersten Ausdruck noch mit dem Produet 
sümmtlicher Factoren (2 — x,)(2 — x,)(e —2,) etc. multiplicirt. 


Das Theorem I. zeigt auch noch, dafs die Coeflieienten der höchsten Potenz 
der Variable im Zähler und im Nenner beide einem ähnlichen Bildungsgesetz 
unterworfen sind, in der Art, dafs dieser Coöfficient im Zähler so gebildet wird, 
wie der Coefficient der höchsten Potenz von x in einem Nenner, welcher auf 
den (m-+-1)ten Grad steigt. Man erkennt dies, so wie das Theorem II., auch 
mit grofser Leichtigkeit aus der von Cauchy gegebnen Formel. 


Auf dieselbe Art wie $.1. die Gröfsen w» in die Gröfsen V transfor- 
mirt wurden, kann man auch die Gröfsen # transformiren. Setzt man wieder 
’ ye ——- f f . ‘yr 
L; (2). = (2-2) — 241)... (Lac) 
x (2 — Dar) (U — En) +: (BP Punta) 
[ferner 


00 — 8 (2, — x) ur 


4‘ ’ 





fi, 1 (3) 
wo man die Summation nur auf diejenigen Indices » ausdehnt. für welche 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 2. 19 
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f; ,(&,)=0 wird, so erhält man 
2 _ Me) _ 2E0Pei....gim 
fi) Di(&) s+ vPy..... vuz®' 


Man kann in den Ausdrücken der Gröfsen R und w oder der Gröfsen O und 
YV überall »— x, für #,— x setzen, wenn man gleichzeitig in den Formeln 


(25.) und (26.) das Minuszeichen links vom Gleichheitszeichen fortläfst, da für 


jene Anderungen der Bruch den enigegengesetzten Werth annimmt. 


4. 


Man kann aus dem Theorem I. die von Cauchy angegebne Form des 
Bruchs « auf folgende Weise ableiten. Setzt man 





q, Mr X ei u, (2, — X) 
I (sr) (ar,— LI )Er—8,) ++: (Ar — Km+n-ı) 
wo im Nenner der Factor x,— x, fortzulassen ist, so wird 
ul Bra Eh + yıX%) - .+ Omn+n-ıUmtn-1 
“ührt man statt w,,, den PURE: Ausdruck 
wi) — Gray -+ Yı ziyı .... + Gun acer! Yau n—1 
ein. so wird zufolge des Theorems 1. 
De) = Zw 


Gröfsen. welche sich bilden lassen, wenn man in dem Producte 


. ‚m—1 m-—1 
Gr amt: A Deus tYoYı: . ne 





für die unlern Indices auf alle mon Arten je m verssltolih Indices aus der 
Zahl der Indices 0, 1, 2,....n--n—1 setzt. Man hat aber ferner für jede solche 
Combinalion nach einer en zuerst von Vandermonde bemerkten Formel 


Z+mm...aı = 


er as X) 62 _ Xu) (7; X) tr. (Im er Xu) (em-ı u 7) dh (Lan uch L.—2) 
und es wird daher, wenn man y,— x, setzt. in D(x) jeder mit 9,41... 4m 


multiplieirte Term 





Yo: +++ Im-ı (da X) (2X) (12,—X) .... (m %o) (Lm-ı X) .... (Dumm) 
F (1) D uU, 2 Umaı (LE) —E) 2 (Ami LK) 
dl Km) (Ko — Km) 4 (Em 4n—1) (Rn) (X —Em+1) + (Kı—Km+n-ı1) 


. (Km1— Im) ey. 1m +1) .... (Km-1—!m+n-1) 





wenn man nach Bildung der Determinante überall y.—=1, selzt. Aber zufolge 
eines von Cauchy und auch von mir später bewiesenen Satzes (s. Crelle Journal 
Bd. 22. S. 308 folg.) wird die vorstehende Determinante gleich der Summe aller 


Te 
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Der Complexus dieser Terme ist der Nenner der Cauchyschen lormel, mil 


1 
1 \ym(m- 


(tz 
nen Zähler der gebrochnen Function der Zähler der Cauchyschen Formel gefunden. 


> multiplieirt. Ganz auf dieselbe Art wird aus dem im Theorem I]. gegeb- 


Man findet auch auf einmal den Zähler und Nenner der Cauchyschen 


Formel durch folgende Betrachtung. Es sei 
D=-o4,2-+02°....+0,.2”%, N=atar+a2....+4,_,x0” 


so hat man n -m- - I Gleichungen: 


Dia-xza...... 7 Da = Niat 8 ....... ”  : 
| . —l uurbendin | ‚yo rm 
d Id seen. 1 LT dULcı  — u, je A: L,Ojrerree. Lu, Om s 
d 4 Li d, ae year - ae! d,_ı _- u, je + I; 0; de A An ı r”, Ü m j 9 
er ER f | s m 
a + Dmtn-ı@ı » Er +1, Hm-1 An-ı = Un+m-1 Le TIn+m-ıCı gie z n+m-ı nm h 9 


aus welchen man die n--m--1 Unbekannten «, a, elc., @, «, elc. eliminiren 
kann. und dann eine Bedingungsgleichung V==0 erhält, in welcher V die aus 
den n--zn--1 Horizontal- und Verlicalreihen der Coöfficienten der Unbekann- 
ten gebildete Determinante ist. Nach einer von Laplace gemachten Bemerkung 
kann jede Determinante als ein Aggregat von Producten einfacherer Determi- 
nanten dargestellt werden, wenn man die Verticalreihen in zwei Gruppen theilt 
und auf alle mögliche Arten immer zwei partielle Determinanten der beiden Grup- 
pen. welche sich auf verschiedne Horizontalreihen beziehen, mit einander multipli- 
cirt. Bei der Determinante V sondern sich die Verlicalreihen von selbst in die 
beiden Gruppen der n ersten und ar --1 letzten Verticalreihen. Sondert man ferner 
die Terme von V, je nachdem sie mit D oder N multiplieirt sind, in zwei ver- 
schiedne Aggregate, so erhält man die Bedingungsgleichung in folgender Form: 
dur Weuei 
= a En FE BD >. UV ART 


N n 


NAHER. BEI IR U HE ie. EN). 


n—1l 


Man wird hier die einzelnen Terme jeder mit > bezeichneten Determinanie 
durch Vertauschung der Exponenten erhalten, und dann die beiden Summen 8 
bilden. indem man für die Indices 0, I..... na — N oder 0, I, ..... nr —1 je 
n— 1 oder n aus den Indices 0, 1, 2, .... 2--m—1 und für die Indices 


n—I, N, 2... 2 +-m—I oder n, n+I1,.... n-+-m—I die n--1 oder m 
übrigen nimmt.  Bezeichnet man mit Pa, b,e,....) das Product aus den Dif- 


ferenzen der Gröfsen a, db, ce, ...., so wird die gefundne Gleichung, wenn 
19 * 
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man nach der oben angeführten Formel die Determinanten durch die Producte 

der Differenzen ersetzt, 

Baia RR PEN 
IN: Su... Pa ra Ara. )- 


Die verschiednen Zeichen, mit welchen die Producte P genommen werden 
können. müssen nach der Natur der Determinante V so bestimmt werden dals, 


wenn man die Gröfsen D und N und die Gröfsen %,, %,, .... %,,m-ı einander 
gleich setzt und zwei beliebige von den m —+-n--1 Gröfsen #, 2,, 215... - Umzyn-i 


mit einander vertauscht, der ganze Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen den 
entgegengesetzten Werth annimmt. Wenn man daher diesen Ausdruck mit dem 
Product Pr, 2©,,%,,.... Curn-ı) dividirt, so mufs derselbe in Bezug auf die 
ım--n -1 Gröfsen symmetrisch werden, und es werden umgekehrt, wenn dieser 
(Quotient in Bezug auf alle Größsen &, 2,, X, »-.» Xm4n- Symmetrisch wird. 
alle Zeichen so, wie es die Bedingungen der Determinantenbildung fordern. be- 
stimmt sein. Bezeichnet man mit 


(4,B,C,....)(4,B', C,....)} 


das Product aus allen Differenzen der Gröfsen A, B,C.... von den Grölsen 
A, B,€C'..... indem man immer die zweiten von den ersten abzieht, 


(4,B,C,....)(A,B',C,....)) 
— (4—-4')(A—B){A—0ON)....(B-A')(B—-B')... (C-4')...., 


so erhält man auf die angegebne Art die Gleichung 








0 D S Un—1 ÜUnsso.« Un m—1 
nn Ay ® 
| (x, Lo , X u Un—2) (In—1; Un yo... Ar), 
N Ns Un Un+i1 rn. Untm—1 
r— i . 
(ro ’ Li ’ Xo yo. .. a1) (En, Un+i ’ BE 0 EG Un+-m—1 ’ x)‘ 3 


wo der Ausdruck rechts, wie verlangt wurde, wenn J=N und w=u..... 
— %,;m.ı, In Bezug auf alle Gröfsen X, &,, X%ı, »... 2m Symmetrisch ist, 
wenngleich sich das Summenzeichen nur auf die m-+-n Gröfsen &,, &ı, -... 


2 N . > . r N 
Lynn bezieht. Entnimmt man aus dieser Gleichung den Werth von D und 


multiplieirt Zähler und Nenner mit (e — 2) (2 — 2)... (C— Imyn-ı), SO el- 
hält man die Cauchysche Formel. 


>. 


Die im Theorem I. dem Zähler und Nenner der gebrochnen Function 
vegebne Form kann mit besonderm Vortheil in dem Fall angewandt werden, 
wenn alle oder mehrere der Gröfsen &,, X). .... 2.4, untereinander gleich 
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werden. Ist 

f(z) = (— a)? —2)....(2—ıx,)F(®) 
und bedeutet #(x) eine beliebige Function von &, so verwandelt sich be- 
kanntlich, wenn 





I, = TIT,.... =7T, =d 
wird, das Aggregat 

(ee) 1. P(r,) r Par) 

ra). fa) fa) 


in den Differentialausdruck 
U. B(a){F(a)\-' 
Hır).de ° 
wo 1.2....r=//{r). Man kann hienach sogleich die Gröfsen angeben, in 
welche sich in den oben aufgestellten Sätzen die verschiednen Systeme von Ele- 
menten, aus denen die Determinanten zu bilden sind. verwandeln, wenn r +1 
von den Gröfsen z,. X, etc. denselben Werth « erhalten. für welchen dann die 


entsprechenden Wertihe von % und seiner r ersten Differentialquotienten gegeben 





sein müssen. 

Man nehme insbesondre an, dafs alle Gröfsen &,, &,. &. -... Lyimoı 
derselben Gröfse « gleich seien, und dafs für diesen Werth von z sowohl der 
Werth des gesuchten Bruchs als auch die Werthe seiner n--m—1 ersten 
Differentialquotienten gegeben seien. Bezeichnet man den gesuchten Bruch mit 

x(z) == @, 
so werden die verschiednen $. 1. eingeführten Gröfsen, 
dr+n—1,aPy(a 
.” I ee F 
Ze d"+r—1, ap (a— x)y(a) 
p Ilm+n—1)-dart"—1? 
drtr-i-1.aP (a— x) x (a) 

















U® =— \ 
r I(m-+n—i—1).d am trmi=1? 
yo — dr trmimI—t. (4—.r) x(a) 
ee; Um+n —i—k—1).datrmımı? 
WW — dr tr—i—l.gP y(a) 
P ETF II (m + n —i—1): dam t+r-i! ’ 
Xp — ee |. 





IKm+n —i—k—1): dar trmi—k-1 

Durch Substitution dieser Werthe erhält man aus $. 1. für den Fall, dafs die 
m--n Werthe z,, x, etc. einander gleich sind, sechs verschiedne Darstellun- 
gen des Nenners D(=) durch eine Determinante. 
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Die $. 3. eingeführten Gröfsen werden, wenn man dort (x) vom 
nten Grade annimmt. 














fp (X) _—— (x u a)" . pr (X) = (x — Wr, 
yo j ‚AM x(a) 
0 Un — k—1): dar? 
Ta Kae srigle) 
»,  — — Um—k—1)-dar 1 
R d' +”. ar (a— x)!x(a) 
2 U (n+m)-.da” +” 
00 - dr+mmik—.(4— 2)1x(a) u. 
* UHln+m —i—k—1). da tmmimk-t 


Substituirt man diese Werthe in (19.) — (25.), so erhält man den Zähler N (x) 
anf szeben verschiedne Arten durch eine Determinante ausgedrückt. 

Es wird zweckmäfsig sein, bei Anordnung der Gröfsen, aus welchen 
man die Determinanten zu bilden hat, von den niedrigsten Differentialen zu 
beginnen. weshalb man in den betreffenden Schemas von dem entgegengesetzten 
linde der Diagonale ausgehn mufs. Ich werde zugleich der Kürze halber durch 
y, und x, die Ausdrücke 














d’y(a) 
Fe) Be, = 93 
7\ Au Ip)da —# 
bezeichnen. 
Setzt man hiernach 
p ynı FH lee n. ro 
| . IHın — m+1)-da =" N ) Än—m-H1 Anm» 
dr=mtitl.(4— 2) X(a) | 
D. I — —_— (U — 7T)} » --7 2 
Hm—m+i+1l)da-"t+! ( ) Kn-mzitı I Anomeis 
so ergiebt die Darstellung von D(x) durch die Gröfsen (6.). | 
27. Di=) = Z+ DV D,D!:... Du’, 


wenn man nach Bildung der Determinante überall D,,, für DW schreibt. 
Braucht man das Schema (9.). so erhält man D(z) gleich der De- 
terminante der Gröfsen 


FE A ne Y 
In-m-1 XÄn—m+2 art Kr ua 
28. < ee 
Kn1 An m, 0, XÄm+n— Kon ın—1 
(2 —- Mm)" (EM ee ar, 








10. 0. 6. J. Jacobi, von gehrochnen rationalen Functionen. 151 


Wählt man zur Bestimmung des Zählers die Gröfsen (22.), (23.) oder (24.). 











j gi; . un ‚ Vır 
so wird für den Fall der Gleichheit aller x; der Ausdruck — r 
gleich der Determinante der Gröfsen 
D, D, Aa Ehe D,._ı An 
u OR 
29. * . . . . . . . 5 . Pr . . 
D,.-ı D. a 2. Än +m-—1 
\ r d—1.(a— x)'x(a). 
Xn—m /n—m-+-1 ia An In —1) R da”! 
N (x) a a & 
oder — Fam gleich der Determinante der Gröfsen 
D, D, a D,._: /Än—m 
D, D, itlut "WR = ORT 
30. . . . . . . . . . . . . . 
D „-ı D, ., Ar 41 D,.._: Kt 
, dem! n (a— x)" 4 («) 
Än-—m An—m+1 a /n-ı In—m—1)- dar m! 9 
\ N o ’ a 
oder wieder — a gleich der Determinante der Gröfsen 
f Xn m AÄn—m-+1 de: Me An 
Xn—m-+1 AÄn—-m+2 u Ze Än 1 
31. 
AÄn—ı An Fi Ant m—1 
dem .(a_a)-!y4(a) dem. (a—2)-!7(a) dr. (ala) 











In —m—1)-da"— Un—m)-dam Iln—1)\-.da'=' 


Endlich erhält man aus (26.) 
1 N (2) S+ N’ Nı.... 5” 


— 


9. Tazanem Dia) — SEDOD...DD° 








wenn man nach Bildung der beiden Determinanten überall N.;; und D,.; 
für N® und DW) schreibt und 


de_mtiml. (2 — a)! 1 (a) 








A Hn— m-+i—1)- dar m+ti—! 
1 N \2 ! Bo mi 
— F_ ajmHi Kot X l2—4) TR —M) .... 4 Anmmzimı (00)" Y 


demtitt. (v—a)y(a) 
IHI(a — m+i+1). da =m+itt 





= (7 — 4) Yn-m+ir — Knemti 


at 
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setzt. Man kann in diesen Formeln gleichzeitig N, N,, D; für —N, —N,. 
—- D; schreiben. 


In der aus den Gröfsen (30.) gebildeten Determinante ist das Aggregat der 


d"—1.(a— r)!x(a) 
In —1)- da"! 


oleich. Dieser Theil der Determinante ist der einzige, welcher entwickelt nega- 
N (x 

BR... 

(2 —a)" 

chem die Determinante gleich ist, nur negative Potenzen von 2 — a enthält, 





Terme, welche mit multiplieirt werden, dem Nenner D(x) 


tive Potenzen von 2 —.a darbietet. Da nun aber der Bruch — 


wenn man den Zähler N(x) nach Potenzen von 2—.a entwickelt, so wird 


man aus diesem Theile den Werth der ganzen Determinante oder den Bruch 
N (.r) ’ 
te selbst erhalten, wenn man nach geschehner Entwicklung alle posi- 
tiven Potenzen von z«—.& fortwirft. Multiplieirt man mit («— a)", so folgt 
hieraus, dafs man den Zähler N(x) erhält, wenn man den Nenner D(«) 
nach den Potenzen von c—a entwickelt, ihn mit 
„ d"—!.(2—a)!x(a) 
(2 —a)" ——— x — 
1.2....(n—1)-da 





ans ot Zı (2—4) 42% (2—a)‘ .... +2..,(2 a)” 


multiplieirt und nur diejenigen Potenzen von x —.a beibehält, welche die 
(n—I)te nicht übersteigen. 


6. 


Man findet die im Vorigen aus den allgemeinen Formeln abgeleiteten 
Resultate auch unmittelbar durch folgende Betrachtungen. 


Entwickelt man eine Function %(x) nach den aufsteigenden Potenzen 
von 2 —a, so erhält man nach dem Taylorschen Satz, wenn man die im 
vorigen Paragraph angewandte Bezeichnung benutzt, 
ET M A er y 2 . \2 +m—1 | 
ı(®) Hot — a) +gKlC—U) 2.2.4 Xnrm-ılT — a)" elc. 


N ’ 7 . . 
Ist 2(&) = Da’ wo N(x) und D(x) ganze Functionen von © respective 


vom (a—I)ten und »nten Grade sind, und setzt man 

D(z) = P-+-Plz—a)+ (2 —a)....+Pm(2— a)”, 
so wird das Product dieses Ausdrucks mit der vorstehenden Entwicklung von 
x(x) der Zähler N(x). Es müssen daher alle die (a—1)te übersteigenden Po- 
tenzen von @— a verschwinden, welches der zu Ende des vorigen Paragraphs 
sefundne Satz ist. Man erhält auf diese Weise die folgenden Gleichungen: 
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0 = EN + Pad Hrsg .... . PH p) 


33. = Pm Knmtıt ET oo... -- PAn +19 
0 — Pam Xn-m+2 4 RT RE .... HP Xnz: 
etc. elc. 


Aus zn von diesen Gleichungen findet man die Werthe, welche den m -- 1 Coef- 
ficienten 9, Pis ---- m proportional sind, und wenn man dieselben in den 
für D(x) angenommnen Ausdruck substituirt, so ergiebt sich für D(x) die aus 
den Gröfsen (28.) gebildete Determinante. 


Man kann noch bemerken, dafs man, wenn man die m -—-1 Gröfsen 
P, Pı etc. aus beliebigen m-- | von den Gleichungen (33.) eliminirt, Bedin- 
gungen zwischen den Differentialen der Function y(x) erhält, die Statt 
finden müssen, so oft x(x) ein ralionaler Bruch ist, dessen Zähler und 
Nenner respective auf den (n—1)'" und m’ Grad steigen. Nimmt man die 
m--1| ersten von den Gleichungen (33.), so wird die Bedingung 


34. ZEV HH... 0, 


. . 2 k 
wenn man nach Bildung der Determinante 9’ — %,_mıa,z Selz. Da «a eine 
ganz allgemeine Gröfse ist, so kann man in den Functionen z; auch & für « setzen. 


Es werde N(x),. nach den Potenzen von 2— a entwickelt, 
y Be 8 € ig 2 RR 2 = f ao —1 
A (X) mo 4; 17 ı\ —dü) 7 72 (x a) ..0.0» FYn—ı (X a)" . 


Diesen Ausdruck mufs man nach dem Vorigen erhalten, wenn man die Entwicklung 
von (x) mit dem Nenner D(x) = P--Pı (2 —a) + P(2—a) ....+P,(2—a)” 
multiplicir. Man braucht hiebei nur die n ersten Terme der Entwicklung von 
z(x) beizubehalten, weil aus den folgenden nur höhere Potenzen von 2 — ua 
als die (a — I)te hervorgehn, so dafs N(x) gleich wird dem Producte 


A] 


IP+ Pe —a)+P(e —0)...+ Pm (2 —a)"} 
xt (2 M)+L (2a)... +12 a)"}, 
wenn man nach geschehner Multiplication die Potenzen von 2 —.a, welche 
die (n—1)te übersteigen, fortwirft. Man erhält auf diese Weise 


Na)  _,.; Mm — er ul Wr dr” (2 — a)! z(a) 
En In — m —1) du ="! Pmi II(n — m) da”=" 








(2 — a)" 


a, ka —a)tgla) 
m II(n —1) da"! 





Substituirt man in diese Formel die Gröfsen, denen zufolge (33.) die Coeffi- 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXX, Heft 2, 20 
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cienten u» Pm-ız » » »» P proportional sind, so erhält man die im vorigen 
N (vr ins ° . 

ern gefundne, aus den Gröfsen (31.) gebildete Determinante. 

Man kann die Functionen D(x) und N(x) für den hier betrachteten 


Paragraph für 


Fall auf ähnliche Art wie in $. 2. durch Gleichungen von verschiedner Form 
bestimmen. Es ist nämlich 
or d’.2P y(x) D(r 


dr! 





wenn r —_n--p, da a?’ D(x)y(2) — x’N(x) eine ganze Funclion von 
vom (r--p—I)ten Grade ist. Man hat daher, wenn man mit //{r) dividirt 
und nach geschehner Differentiation den Werth 2 = a substituirt, ferner 





m __ da” y(a) 
———  ]HIi)- dei 


setzt, die allgemeine Gleichung, 
.(P) d-D (a) I ,(0) d?-D (a) 





d”:D (a) 




















36. 2. D(a) - N, nn ne et, A — (), 
X: ( 7 Ir-1 da | vi—ı I; da? l Arm II (m) da 
oder auch, wenn r_n-i-k, 
' qk 2 a 4 m-+k,jık 
27 be ER cn SERRE , Lu Zen 
u a du > an IKm--k)- dam + 
Substituirt man in (35.) für I (x) den Ausdruck «--«@,®....-+ o,.x”, so erhält man: 
i d’.ary(a) | d.arriyla d’-aP*"yla d’.art" Ya 
38. 0 ee ee ee, ze, 
da da Ei; da du 
Wenn man in dieser Formel dem Exponenten p die Werthe 0, 1, 2,.... m —I 


giebt und immer r —_n--p und zu gleicher Zeit r—_n-+m-—I| annimmt, so 
werden in den auf diese Art erhaltnen Gleichungen die Co6ffieienten von «, «, etc. 
segebne Gröfsen, da die Differentialquotienten von y(a) bis zum (n--m—-I)ten 
als gegeben angesehn werden. Wählt man daher aus der Zahl dieser Gleichun- 
sen beliebige m von einander unabhängige, so kann man daraus die Verhält- 
nisse von @, «, ete. und daher PI{x) selber, abgesehn von einem conslanlen 
Factor, bestimmen. Man erhält dann Dr) nach den Potenzen von x geordnet. 
Eben so würde man aus »” von einander unabhängigen Gleichungen (36.). 


wenn in ihnen immer 2n--p—r—n--m—1 angenommen wird, die Verhält- 


nisse von D(a) und seiner »r ersten Differentialquotienten finden, und hier- 
durch die Entwicklung von D(.x) nach den Potenzen von x —.a erhalten. Solche 
Systeme von m von einander unabhängigen Gleichungen erhält man zum Beispiel, 


wenn man »—0 und für r nach und nach n, n-+1,....n--m—1, oder 





r=m--n-—1| und für » nach einander die Werthe 0, 1,2, .... m—1 setzt. 
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Führt man wie in $. 2. statt der Goefficienten «, «, etc. die Funclio- 
D— D, 
nen D,=D(r), D, = ——, D.—= 


indem man 2; =a« setzt, 





* etc. ein, so erhält man aus (13.). 


39. Dia) = Di+(a— 2)D,+a(a— 2)D. ....+a”"'(a—.r)D,. 


Substituirt man diesen Ausdruck in (35.), nachdem man darin 2 — «a geselz! 
hat, so erhält man die Gleichung 


dr.aP y 


av. n. 











dr. ap ( at a d’. ap t!(a— a) y(a 
.D, + PEN + X L.D, 


da” 


.. dr. artm—l(4a— x) (a) 
u da” 





A 


Führt man in die Gleichung 


d’.aP x(a)D (a) 








da’ 
für D(a) den Ausdruck 
N} u d?:D(r) Re ‚ d"De(r) 7 du 
D(x)- ‚(4 — I + Ta (48) re Im.de" \@ — 7) = —=D(u) 
’ | , u ö \ u dD(x) 
ein. so erhält man zwischen den Unbekannten D(x), ———- etc. folgende 


d.ır 
lineäre Gleichung 


4 d’.aPy ).D(e + ar(a—x)y(a) dD(x)  d-ar(a—ır)’y(a) d?D(x) 


ee da” dr da” II2.dr? 














+ d’-ar(a— x)” y(a) d"D(x) 


da” "Um-der — 0. 


Die Gröfsen D® und 8; in $. 2. verwandeln sich, wenn die Function 
| f(x) vom (r--1)ten Grade angenommen und u, = nm, =D, ....—a wird. 
in folgende: 

dns D (a) 


D (x) x—& 
Ma ap\ 1: u: ee ee 
D —ND«e); D (x — a)P II(p — 1)dar-! 


.. d’D(a) . ne 
— IHi-dai + II 











‚. d"D(a) | 
at! (I d).. ..T7 IIm: dar 1“ v—d) 


zu 








Duni d’. aP (a) Ss — dr—'+H!.aP(a— x) x (a) 








IIr.da’” ’ ' Ur —i+1)-da-'t! 
20 * 
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Substituirt man diese Werthe der Gröfsen S;, so ergiebt die Formel (17.) $. 2. 
zwischen den Unbekannten DV, D’, D", .... DW) die lineäre u. 


d’-aP (a) Do + d’.aP (a— x) y(a) 1 ee, ie ).p" 


42. IIr- 2 IIr:da Ir —1)- da’! 











d=m+1.aP(a— x) x (a) .D) 


Bw (r—m+1)-da"+! ya 





Bildet man »» von einander unabhängige Gleichungen (40.), so werden D.. 
D,, .... D,„ den partiellen Determinanten ihrer Coöfficienten gleich, mul- 
tiplieirt mit einem gemeinschaftlichen Factor. Eben so erhält man D(.x). 








ID (x d"D(x i . r 
: 7 , m ne. aus a» von einander unabhängigen Gleichungen (41.) 
und DU, D', .... D”’ aus »n von einander unabhängigen Gleichungen (42.). 


In allen diesen Gleichungen ist immer 
nr ar—n+m—1 


anzunehmen. Die Gröfse D, = D”’ ist, wie in $. 2.,. der Coöfficient der 
d"D(.x) 
IIm: da” 





höchsten Potenz von x in D(z) oder = 


Im August 1845. 
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1. 


Neue Darstellung der Resultante der Elimination von 

aus zwei algebraischen Gleichungen /(z) = 0 und 9 (2)—=0 

vermittelst der Werthe welche die Funetionen /(z) und 
®(z) für gegebne Werthe von z annehmen. 


(Von Dr. G. Rosenhain, Privatdocenten in Breslau.) 





Bexzeichnen f(z) und p(z) zwei ganze rationale Funclionen von 2 vom uten 
und vom ten Grade, so ist, wenn u+-m=n gesetzt wird, die gebrochene 
Function 


1. u= 1%) 
p(%) 
bestimmt, wenn die na-+1 Werthe «,, %, %, .... %, bekannt sind, welche 
u für n-+1 gegebene Werthe «,, &, @, .... @, von & annimmt. 


Setzt man nämlich 


m = (—An41) (dt —O +1) (m; —0,.+1) .... (an —0ur1) 
(&y—0,.r2) (1, —0,,2)(a —0 +2) .... (an —Onr2) 
(— A453) —Om+3) (a — Om 43). + (Am —Amr3) 


(u—a,) (u—a,) (n—1,) »...(0,— 0,)s 


M,_a+ı, nm +2, 000, N == (&,_m+1— u), m +1 — u) n_m+ı 2) .... (dr Be 
(&,_m 12 —&)(R,_m42— (Anm +2 — 02) .... (di, +2 0,_m) 


(@,_n43— 0), m 43 — (m 43 — 02) so (@,_ 430.) 


(0, —@y,) (©, —q4,) (a, — 0)... (0, —0,_n) 
(2... mt 


so wird nach einer von Cauchy gegebenen Formel 


NMyUÜUR 2... Um 


f(2) = Mo.ı,2,....m En) | 


3. = 2 u & 


| 2 Un- 1 Un—m+? +»... U 
| pi ) >; M m-+ n—m+ n (&n—_m+1—2) (&n-m+?— 2) N (an—2) 
n—m+1i,n—-m+?2,,...n 














wo N und D den Zähler und Nenner der vorstehenden Formel bedeuten sollen. 








FR 
Br; 
E:; 
# 
3”: 
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Das Summenzeichen I’ bezieht sich auf alle Terme, welche erhalten werden, wenn 
man im Zähler für 0, 1,2,.... zn, im Nenner für a — m--1, Den kann 
respeclive je m--1 und je m verschiedne von den n--1 Indices 0, 1, 2,.... 2 setzt. 


fi) 


Wenn man in N und D statt «, seinen Werth = 
p(ar) 


substiluirt, so 


erhält man 


{ p(a,)pla,)pl@,)....4 (@„) N 
(2—a ,) (2 —a ,) (2—u,) .... (3—0,) 


< f(@,)f(e,) .... f(«,.) E(&m+1) pn 2) ei pa 
>> Mo. 12.....m (3—0,)(2—0@,).... (3—0@,) 


























> as 2 
' 9 (3 — a 0)(2 Ze)? 
= @,)pla,)pl@,)....p(e,) en 
oJ —a,) 3 —a,) .... (3 Un 
(—1 )” = p 2 f (a ne Y (&n—m) f(@n-m+ı) fi@n—m+2) .... f(e,) 
I ER. ER (2—0,)(7—e@,) .... (2—0@,_n) 

72,,9%" air te 

\ (3—0,)(2—a ,) .... (2—0n) ’ 


wo A einen constanten Factor bedeutet. Die Betrachtung dieses Factors ist 
der Gegenstand dieser Abhandlung. Ich will nämlich zeigen, dafs die Gleichung 
A=—() die Resultante der Elimination von & aus den beiden Gleichungen f(z) = 0 
und „(z)=0 ist oder die Bedingungsgleichung, dafs die beiden Gleichungen 
fz)=0 und y(z)=0 eine gemeinschaftliche Wurzel haben. 


Ich beweise zuerst, dafs der Factor A blofs von der Beschaffenheit der 
Kunectionen f(2) und (2) abhängt, und dagegen von der Wahl der Werthe 
von x, für welche die Werthe dieser Functionen gegeben sein sollen, oder 
von den Grölsen &,, &, .... «,, gänzlich unabhängig ist. Durch Zerfällung 
in Parlialbrüche und Vergleichung der mit demselben Nenner 2 — «, behafteten 
Ausdrücke erhält man nämlich, wenn man 


/ \ 0 
M,, 2,000 ee (0% Tost Ü m 1) &ı Yıyr Om+2) .or. (du — &,) M\ 2. 
setzt, aus der ersten der beiden Gleichungen (4.), 


Im 4 nt (0) f(a 1 ) fie, ). ... f(am) fr (&n+1) p (+2) .... len, 
U. Eu GERN, GE m") “ 








und aus der zweiten Gleichung, 
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A — zo 9a ı) Pla,).... Flan-m) Flan-m+ı) Flan-m42) +. F(@n) 








6. al 
MY „ H,n-m+2,....n 
— % 3 ya, x(0) p(e,)p(e,) “säo Pion-m) (ann t 1) ann j 2) Dan en) 
= (— _— BT ws e 
Mı.:, een 
wo das Summenzeichen Z“ andeutet, dafs man von den n --1 Indices 0, 1,2,....n 


den Index 0) fortzulassen hat, und sich daher die Summe nur auf die verschiede- 
nen Terme erstreckt, welche durch Versetzung der n Indices 1, ?,... n er- 
halten werden. Eben so wird auch der Index O bei der Bildung der Producte 
Mi), ;,...., ausgelassen, so dafs man erhält 


MW , Hl, n—ın+?, n re (—1 )Bulichg MI, .. 


= ..o.%+ ..+ NM 
nr er —|: Be Be. n—-m+l Mn 
ln y \ 
(Kn-m4 I a,)(e, -n+? — 01) .... (A, 42 0. m, 
{ sl. / Bu N \ 
\@&, 0) ® ÖL, 015) eh glg! am) 


Die beiden für A durch die Betrachtung des Zählers und Nenners vefundenen 
Ausdrücke (5.) und (6.) sind offenbar identisch, und da dasselbe in Bezug aul 
alle anderen Partialbrüche gilt, welche respeclive die Nenner 3—«,. 2—n, .... 

— «a, haben, so erhält man hierdurch einen Beweis der Caittgchen Formel. 
. der für A gefundene Ausdruck lehrt aufserdem,. dafs A von «, un- 
abhängig ist, und eben so kann allgemein durch Vergleichung der mit dem 
Nenner 2 — «, behafteten Partialbrüche ein von «, unabhängiger Ausdruck von 
A gefunden werden. Man erhält auf diese Art n--1 Ausdrücke für A, von 
denen jeder von einer andern der n--1 Gröfsen «, unabhängig ist. Daher ist 
4 von den Gröfsen «, überhaupt nicht abhängig, weil zwischen diesen Gröfsen 
keine Bedingungsgleichungen Statt finden. 


Da A von den Gröfsen «,, «, etc. unabhängig ist, so kann man es 
durch specielle Werthe dieser Gröfsen bestimmen. Es sei 


24 n-m n-m—1l | B ü / \ 2 \ 
f(z)=4,_ „2 4, n-1% Diane 42 WA, (2-23, 2 —22)....(3—2,_n) 


y2)= 6,2” +6.12"" +... 45,346, b, (2-5)(2-2.)....(2—0,.). 
Setzen wir 


. IE EP) PR) Pan) NEE FIRE Fin) 
so ist nach bekannten Theoremen 4-0 die Resultante der Elimination von 2 
aus den Gleichungen fiz2)—= 0 und y(z) —= 0 und zugleich 4 eine ganze 
rationale Function der Coöfficienten von f(z) und %(2z), welche die beiden 
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Terme «_„b5”, (-1)”""57"a, enthält, und dadurch in Bezug auf Vor- 
zeichen und Zahlenfactoren vollkommen bestimmt ist. Setzt man in (5.) 


v 


Gı = 613 (a = 


29 udel . 1 DE 0 hs 





" 





On+ı = 23] Om =, 200 0, = 2,n) 
so verschwinden in dem Ausdrucke von A alle unter dem Summenzeichen be- 
eriffenen Terme, den einen ausgenommen, welcher als Norm hinter das Zeichen 
oeschrieben ist. Für diese Werthe von «&,, & etc. ferner wird 
1 — (DEE Fa) Fa)... Fan) = ann planı) plan). p(a) 
— (em an u Mi,.. 
und daher, wenn man 4 für diese Ausdrücke in dem einen in der Summe (6.) 
nicht verschwindenden Term substituirt, 
= #, 


.m) 


was zu beweisen war. 
Wir haben also folgenden Satz, in welchem M und = für MV und 
>“) geschrieben sind: 
„Bezeichnet Z/==0 die Endgleichung, welche man aus den beiden alge- 
„braischen Gleichungen 


f z) SR 4,.2"" +0,12" + nr 4 4,24, e- 4,_m(3-21)(3-22) A (3-2,_n) 


—(, 
G (2)= n b, > - b.— - + rar +b,2+b,— b, (2-5, (2-5). ... (2 2 Eu 
=== () 


„durch Elimination von & erhält, und sind Vorzeichen und Zahlenfactoren 
„von f so bestimmt, dafs man 


A us em p(2}) p(%,) ...o Y (Bi: 
(I EI) 


\ 


„hat, so ist 


@ f(e,) f(a.).... f(@m) Plam+ı) P(am+2) .... P(&n) 
va Fi.n....0 


— (—1 — »: f (@, )Yp (@,) <a f ee) (an m-+ı) Ta. +2) .... f(«.) A 
1,2, n—m 








„WO &y as... . a, beliebige Gröfsen sind und durch M, ,,,,..„ das Product 


M 2 m — (n—0,41 a — +1) U (On —0.41) 


u u 





/ / 
(H—Umr2)la—Om42) +. (Um—lnr2) 


(4 — &,) (dt. — 0.) rar (dm — 0) 
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„bezeichnet wird, und die Summation sich über alle verschiedne Terme 
„erstreckt, welche durch Vertauschung der Indices I, 2,.... rn erhal- 
„ten werden.” 

Ich will jetzt noch einen andern Beweis dieses Satzes geben, welcher 
auf bekannten Eigenschaften der ganzen alternirenden Functionen beruht und 
nicht die Annahme besonderer Werthe der Gröfsen «,, «, etc. voraussetzt. 
Eine alternirende Function nennen wir nach dem Vorgange von Cauchy jede 
rationale Function von mehreren Argumenten, welche in den entgegengesetzten 
Werth übergeht, sobald beliebige zwei von ihren Argumenten mit einander 
vertauscht werden. Daraus folgt, dafs jede ganze alternirende Function durch 
das Product aus sämmtlichen Differenzen von je zweien ihrer Argumente theilbar 
sein mufs, und dafs, wenn man eine alternirende Function F\«,, &%,.... «,) 
von n Argumenten entwickelt, die Entwicklung nur Terme von der Form 
Kor: a3:.... ct" enthalten kann, in welchen ÄX von den Gröfsen «,; unabhängig 
ist und die Exponenten a, sämmtlich von einander verschieden sind. In einer 
Abhandlung von Jacobi im 22ten Bande dieses Journals .„De functionibus 
alternantibus”, in welcher unter andern auch die Division der ganzen alter- 
nirenden Function durch das Product sämmtlicher Differenzen ihrer Argumente 
auf eine elegante Art wirklich ausgeführt wird, ist für dieses Product das 
Zeichen // eingeführt, so dafs 


II a, &,....0,) = (ı — m), — 05) (ı, — 4)... ( — 0) 
(9 — 03)( — 0)... (2 — @,) 

(@; — 0) PEE® (a; zur ct.) 

(0... — ct) 


wird. Damit das Vorzeichen bestimmt ist, soll das Product /7(o,, ©, .... «,) immer 
so gebildet werden, dafs in jedem seiner Factoren a,—«; der Index A<i 
ist. Aus der Eigenschaft, dafs jede alternirende Function der n Gröfsen «, 
durch /T(«&,, &%,....c,) theilbar ist, wird nun in der genannten Abhandlung 
die wichtige Folgerung gezogen, dafs jede alternirende Function der n Gröfsen «;. 
welche von niedrigerer Dimension als //(a,,0%,....«,) ist, identisch ver- 
schwinden mufs. Diese Bemerkung führt auch zu dem Beweise unseres Satzes. 
Es ist nämlich 

P=II(a,,0,....%,)= II(a,, %;, .... 0.) II lonyız Amis + 6) Mı23....n 
und allgemein 


P= II (a, ,%3....0,)= +10 z0%,,....06,) Ian, , 50,23. 0, Mk, .x....r,» 


- m 
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7 


EEE 


wo man auf der rechten Seite das obere oder das untere Zeichen zu nehmen 


hat, je nachdem die Anzahl der Fälle, in welchen die Indices Ay, ir, .... 4, 
die übrigen A,;1, Anz, -... A, übertreffen, gerade oder ungerade ist. 


In der Gleichung (8.) steht nun auf der rechten Seite eine Summe 
von Brüchen. welche wir wieder mit A bezeichnen wollen und welche in 
Bezug auf die Gröfsen &,, %, .... «@, symmetrisch ist. Vereinigt man alle 
in einen einzigen Bruch, so wird der gemeinschaftliche Nenner 

P = Ho, &,:...@,), 
also gleich einer alternirenden Function der n Gröfsen «@,. Daher wird auch 
der Zähler dieses Bruchs, den wir mit V bezeichnen wollen, eine alternirende 
Function dieser Gröfsen werden, weil der Quotient A—5 unverändert bleibt, 
wenn man zwei von den n Gröfsen «; miteinander vertauscht. Es ist aber 
9. V=Frrfo)fior,)....lar,)Plon,;) Plon.) 

22. P (0, ) II (an, 3 &n,y ++. Or) I (oxr,., ko rrr Or, )a 

wo diejenigen Terme das Zeichen — bekommen, für welche das zugehörige 


un 900 k 


eine ungerade Anzahl Factoren @,—c«; enthält, in denen 4 >? ist. 


m 


Man hat nun, wenn die Producte der Differenzen entwickelt werden. 
wegen der Grundeigenschaft der alternirenden Functionen , 


. 0 2 no; 
P= Io, a, = Ztuug...as”, 
. 0 1 2 m—1 

\o— > 
II(or 5 &,y ra...) Zt RO... OR,» 

ch j — 
‚)=—= ze - Zr E 

IH (ox,,, 9 kn? A Gr Pau ns km fi km? """, CR, 9 


wo man die Summen so bildet, dafs man entweder die Exponenten oder die 
Indices des hinter dem > stehenden Ausdruckes auf alle möglichen Arten 
miteinander vertauscht, und die Zeichen so bestimmt dafs der ganze Ausdruck 
durch Vertauschung zweier Indices oder Exponenten den entgegengeselzten 
Werth erhält. Aus derselben Eigenschaft folgt, wie oben bemerkt wurde, dafs 
in der Entwicklung von YV nur Terme von der Form 


Keil: REP TER ı yi. 


2 n 
vorkommen können, in welchen A von den Gröfsen «,, «&, etc. unabhängig ist und 
sämmtliche Exponenten 4, , @,, .... a, von einander verschieden sind. Nun ist aber 
fi«s,) vom (n—m)ten, I/(ar „x, ,.... €) vom (m—1)ten Grade in Bezug auf «, , 
.... 0%) vom (n—m— I)ten 


und ebenso p(c«x,,,) vom mten, Il(an, ,,, & 


m-+2 ? 
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Grade in Bezug auf %,,. Daher wird jeder Term des Summenausdrucks (9.) 
in Bezug auf jede der Gröfsen «; höchstens vom (n— I)ten Grade und also jeder 
der Exponenten 4 — 0 und —Zn—1 sein. Da nun diese Exponenten alle von 


einander verschieden sein sollen, so kann Y nur aus Termen von der Form 


1 
Or, 0 0x .... Ex 


2 3 n 


bestehn. Wist daher in Bezug auf jede der Gröfsen «, von derselben Dimension 


’4 


/ 


als P, und da es zugleich durch P theilbar ist, so mufs der Quotient 4 von 
den Gröfsen a; unabhängig sein und sich nur aus den Coöfficienten der Func- 
tionen f{z) und Y(x) zusammensetzen, und zwar wird derselbe eine ganze 
rationale Function dieser Coöfficienten, in Bezug auf alle von der nten, in 
Bezug auf die Coe@fficienten von f(z) von der ten, in Bezug auf die Coöf- 
ficienten von (2) von der (a— m)ten Dimension. 


Haben nun f(z) und p(z) einen gemeinschaftlichen Factor z— b. so be- 


kommt zufolge (9.) die alternirende Function V den Factor («,—b)(.—b) ....(u,—b), 

in P dagegen ist dieser Factor nicht enthalten; daher mufs P den andern Factor 
v 

a,b. uy—b 54 a—b 

der Gröfsen «; bleibt. Dieser ist aber von niedrigerer Dimension als P, also mufs 

derselbe und mithin auch Y nach der oben gemachten Bemerkung identisch ver- 





von V, nämlich heilen, der eine alternirende Funelion 


schwinden. Der Quotient D — 4 ist also von den Coöffieienten der Functionen 
f(z) und y(z) allein abhängig und zwar eine ganze rationale Function dersel- 
ben, welche in Bezug auf sämmtliche Coöfflicienten von f(z) von der mten, 
in Bezug auf die Coöfficienten von y(z) von der (n —mı,ten Dimension ist, 


und welche verschwindet, wenn f(2) und g(2) einen gemeinschaftlichen Factor 


7 


haben. Daher kann nach einem bekannten Satze von Kuler A von S nur durch 
einen Zahlenfactor verschieden sein. Um diesen Zahlenfactor zu finden. be- 
merke ich, dafs wenn man in dem obigen Ausdruck (5.) von A die Ausdrücke 
der Functionen f(z) und p(z) substituirt, die Gröfse «;_„65” mil 





n—ım n —m n—m 
< a [4.2 wie Ün 
Mı.: size m 
multiplieirt wird. Dieser Ausdruck ist aber — I, wie sich aus der besondern 
Art von Zerfällung, welche Jacobi in seiner Abhandlung „Disquisitiones ana- 


Ivticae de functionibus simplieibus ” behandelt hat, unmittelbar ergiebt, wenn 
e 21 * 
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man in der dort gegebnen Formel 


n—m _n—m n—m n—m 
1 a 2 [3 [2 . » m y4 


— 








un 
Mı,2,....m (2 — 1) (3—02)....(3— @,) (3 — 01) (2 — 0) .... (7— @,) 


die beiden Seiten entwickelt und die Coöfficienten von 2°” einander gleich 


* [ . * . V [3 * 
setzt. Da mithin der Coöfficient von a}_„d5” in —, ebenso wie in f. der 


P 
Einheit gleich ist, so hat man geradezu 
V 
4i-z=4, 


was der zu beweisende Satz ist. 


Ich will noch zeigen, wie man von diesem Satze aus mit Leichtigkeit 
zu der Cauchyschen Formel gelangen kann. 
Eliminirt man nämlich Z aus den Gleichungen 
10. ft)=0 ud (—Ly() =V0, 
so erhält man 


d.f(z) = O0 
als resultirende Endgleichung, und ebenso ergiebt sich 
d.p(2) = 0 


als Resultante der Elimination von Z aus den Gleichungen 
11. @—-H)ft) =0 und yl)=O. 


Bildet man daher die Endgleichungen nach der in der Gleichung (8.) gege- 
benen Regel, indem man noch ein (n-+-1)tes Element «, hinzufügt, weil die 
Summe der Grade der gegebenen Gleichungen jetzt um 1 gröfser geworden 
ist. so erhält man 





4.fe) = 
< f(«) f(eı) non: fan) P(&m+1) (+2) .... p(a,) (3— @n41) (3 — Am+2) ....(3— @,) R 
di M\, 1,2,....m 


12. 
("9 4.92) = 


„plaı) Pleı) .... P(n-m) f(@n_m+ı) u... f («.) (3— @,_m+ı) (2 — &,_m-+2) ss (3 —e,) 
u Mv, 1,2,....n—m 





Sind nämlich wieder 2&,, &, .... 2&,_„ die Wurzeln der Gleichung f(!)=0, 
Ss &s »... 5m die Wurzeln von y(t)==0, und a,_„, d,„ die Coöfficienten 
der höchsten Potenzen in f(£) und g(?), so muls nach dem oben aufgestellten 
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Theorem der Ausdruck, welcher in der ersten der Gleichungen (12.) zur Rech- 
ten steht, den Werth 


Gm PR) PR). - PR.) f(2) = I-f(2). 
der Ausdruck, welcher in der 2ten Gleichung (12.) zur Rechten steht, den 
Werth 
FO TEI FE PR) = (N) I plz) 
erhalten. Substituirt man in der zweiten Gleichung (12.) die Gleichung 
(Nett) Mn2.....m = niet... s 


und dividirt die beiden Gleichungen (12.) mit p(&)y(a,)....y(«,), so erhält 
man zufolge (4.) den Zähler N und Nenner D der Cauchyschen Interpola- 


tionsformel. 
Berlin, im September 1845. 
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12. 


Über die Kreistheilung und ihre Anwendung auf 
die Zahlentheorie. 


Auszug eines Schreibens an die Berliner Akad. d. W. von Herrn ©. G. J. Jacobi. 


(Abgedruckt aus den Monatsberichten der Königl. Akad. d. Wiss. zu Berlin vom Jahre 1837.) 





i Ä zP—1 . _: 
Isı z eine Wurzel der Gleichung — _T =) wo p eine Primzahl ist, und 
g eine primitive Wurzel von p, und setzt man 
Fe) = tat 028....Lar?ze”, 
. . Tr U - ap-i_1 
wo « irgend eine Wurzel der Gleichung - ——0— bedeutet, so hat man 
Kaas 
pi 

Fe)F(«')=a«a’.p. 
Setzt man 

F'(@”)F«") = w(e)F(a”t”), 


so wird w(«) ein Ausdruck, der blofs die Potenzen von « in ganze Zahlen 
multiplieirt enthält; es ist ferner 
y(a)y(a) = p*). 
Bedeutet r eine primilive Wurzel der Gleichung r?”"—= 1, und setzt man in 
der Function 
Fir) Pir”) 
a ae 
für x die Zahl 9, so wird, wenn »m und rn positive Zahlen bedeuten die kleiner 
als p— I sind. 





wir) = 


wu II(m--.n) 
a ran (mod. P); 


wo JIn=1.12.3....n. Wenn also m+-n>p— 1, wird v(g) =0 (mod. p), 
welches letztere sich in den Anwendungen als einen der wichtigsten Sätze der 
Zahlentheorie erweist. Der Fall m-+-n—=p— 1 wird hier ausgenommen. Diese 
Sätze habe ich vor mehr als 10 Jahren @au/s mitgetheilt. 

Ich bemerke noch, dafs wenn ?=g”, 3=g"” (mod. p), man die 
beiden merkwürdigen Formeln hat: 











*) Die Fälle, wo an, @ Oder &m+n der Einheit gleich sind, werden hier ausge- 
nommen. 
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F(—1)F(®) = a" F(o)F(—o), 
“a)F(ya)F(ya) = a" pFo), 
in deren letzterer 7 eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit ist. Ist 4 ein un- 
gerader Factor von py— 1, so kann man durch die erste der beiden Formeln 
diejenigen Functionen F'(«), in welchen « eine ?4te Wurzel der Einheit ist, 
rational auf die Functionen F'(«) zurückführen, in denen « eine Ale Wurzel 
der Einheit is. Man erhält so für #(—y) den Ausdruck 
3 

u vp-Y(y? nn 
wo A’+3B°’=p. Mit Hülfe derselben Formel findet man, wenn « eine 
primitive Ste Wurzel der Einheit ist, und 

p=aa+bb=cc+Ndd, a=ce=—I (mod. 4) 


gesetzt wird, 


Fxo) = YÜ—1)? (c+4y—Yyla+by—Dyp). 


Er + 





[erner 
—1 
° (a+by—1)F(a). 
F(a)F(@) = (—1)® (c+dy—2)F(—1) 
Man erhält ferner mit Hülfe der beiden Formeln, wenn y und « eine imaginäre 
eubische und biquadratische Wurzel der Einheit sind: 


F\o)F‘(e°) 


| 
i 





Varta. v5) 











Fiye) = ee 2 de 
wo 
PIERRE N GERN In GE 
a= —1 (mod.4), 
a = — L=-—1I (mod. 5), 
M = 0 (mod. 3), 
Z —— T (mod. p). 


Die zweifelhaften Zeichen werden immer durch Congruenzen bestimmt oder, 
wo sie von der Wahl der primitiven Wurzel g abhängen, wird diese Ab- 
hängigkeit auf eine einfache Weise angegeben; die Art dieser Abhängigkeit 
bildet die wichtigste Grundlage der Anwendung auf die Theorie der Potenzen- 
reste. Ich bemerke noch, dafs wenn p—=cc-+-2dd von der Form Sn--1 
ist, c der absolut kleinste Rest ist, den die Zahl 
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p+1 p+3 5(p—1) 
oO 2 ee 98 > 


000: DIE 





p—1 
S 





durch p dividirt läfst, und dafs dieser absolut kleinste Rest immer positiv oder 
negaliv ist, je nachdem er, abgesehen vom Zeichen, die Form 4n--3 oder 
4n-+-1 hat. Die Functionen F'(«), welche man nur bestimmt hatte, wenn « 
eine quadratische, cubische, biquadratische Wurzel der Einheit ist, sind durch 
die obigen Formeln nun auch bestimmt, wenn « eine 6te, Ste, 12te Wurzel 
der Einheit ist, man kann also « priori die Wurzeln der Gleichungen vom 
6len, Sten, 12ten Grade, die in der Kreistheilung vorkommen, vollständig auf- 
lösen, und braucht hierzu nur die Zerfällung von p in die drei Formen 2. r-+yy, 
wc !yy, 22+3yy. Für die Primzahlen bis 12000 habe ich diese Zer- 
fällungen meiner Arbeit beigefügt. 

Eine allgemeine Formel von grofser Wichtigkeit auch in der Anwen- 
dung der Kreistheilung auf die Theorie der quadratischen Formen ist folgende. 
Es sei p von der Form An-+1l, P eine primitlive Ate Wurzel der Einheit. 
ca irgend eine Wurzel der Gleichung «= I, es sei ferner == g” (mod. p), 


so wird, wenn 4 ungerade ist: 
il 


“)F(Be)F(Pße) ..... F(iP—"a) = a’"p? Fol), 


wenn 4 gerade ist: 


F(e)F(Ba)FXPe«) ..... K(f"e) = (—1) ° p* F(—1)F(ei) *), 


wo. wie immer. 
r—l 


F—1) = Y(—1)? p) 
st. 
Wenn die Funelionen w im Zusammenhange mit den Binominalecoöffi- 
cienten oder den Eulerschen Integralen ister Gattung stehen, wie die Con- 


oruenz 
2 La: Il(m-n) 
U g) — u Tim lin (mod. pP) 


zeigt, so scheint die Vergleichung mit der Formel 


F(r-") F(r”) 
Fire) 





W (r) BERN 





*) Dieser Satz ist einem Gaufs’schen über die Ewlerschen Integrale analog, von 
welchem neuerdings Drrichlet einen merkwürdigen Beweis gegeben hat. 
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darauf hinzudeuten, dafs zwischen den Funclionen F' und den Fwulerschen 
Integralen 2ter Gattung eine ähnliche Beziehung Statt finden mufs, in der Art, 


1 . Al . . . 
dafs — 77, der Function F'(r””) entspricht. Aber ich habe lange diese Be- 


ziehung vergeblich gesucht, bis ich sie in folgendem Satze fand. 
In dem Ausdruck von F'(«) setze man für den Exponenten g” den ihm 
in Bezug auf p congruenten kleinsten positiven Rest g,, wodurch 


2 
= ı ,P 


(2,0) = z-+or" Lex‘ tr ar 
wird. Es seien ferner & und « nicht Wurzeln der Einheit, sondern x eine 
unbestimmte Variable und « eine Zahl = gP”'"" (mod. p). Setzt man 2—1--, 
und bezeichnet mit Y, die Entwicklung von {log(1-+-y)}”, wenn man die En 
übersteigenden Potenzen von y fortwirft: so wird für die verschiednen Zah- 


len «. welche man für die verschiednen Werthe von m erhält, 


en 


‚m 
in 
wo die Congruenz für ein unbestimmtes y in Bezug auf die einzelnen Coöfli- 
cienten der Potenzen von y Statt findet. Dies ist die gesuchte Beziehung, aus 
welcher durch Multiplication zweier Functionen # die obige zwischen den Func- 
tionen w und den Binominalcoöffieienten folgt. Ich bemerke noch den Satz, dafs 
in der Entwicklung der (?n)ten Potenz von log(1--y) der Coöffieient von y”, 
wenn p eine Primzahl und >2m--1 ist, immer ein Vielfaches von » zum 


F(1--yo) = (mod. p), 


Zähler erhält, wenn man ihn auf seinen kleinsten Ausdruck bringt. 

Die bisher noch nirgends angegebne wahre Form der Wurzeln der 
Gleichung x?’ = 1 ist folgende. Man kann, wie bekannt, diese Wurzeln leicht 
durch blofse Addition aus den Funclionen #'(«) zusammensetzen. Ist 4 ein Factor 
von p—1 und «= 1, so ist ferner bekannt, dafs {F'«)}* eine blofse Function 
von « ist. Man braucht aber nur diejenigen Werthe von #'(«) zu kennen, für 
welche 4 Potenz einer Primzahl ist. Es sei nemlich 44'4”.... ein Factor von 
p— 1; ferner seien A, 4, A” .... Potenzen verschiedener Primzahlen und 
a, 0, @" .... primilive Ate, Ate, A’te .... Wurzeln der Einheit: so wird 


Ka Fla\Flua 
F(ade"...) — F(a) F(«') F(«").... 


u 2 2098 





) 


n 


# 


wo w(e,@',«"....) eine ganze rationale Function von «, «', « 

tet, deren Coefficienten ganze Zahlen sind. Es kommen daher, wenn man 

immer die (» — I)ten Wurzeln der Einheit als gegeben ansieht, in dem Aus- 

druck von x nur Wurzelgröfsen, deren Exponenten Potenzen von Primzahlen 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXX. Heft 2. 22 


.... bedeu- 








170 12. 0. @. J. Jacobi, über die Kreistheilung ete. 


sind, und die Producte solcher Wurzelgröfsen vor. Wenn 4 = u” und u 





eine Primzahl ist, findet man die Function F'(«) auf folgende Art. Man setze 
F(o)F\«) = w;(a)F\(«'t!), 


so wird 
u 
y ' ' g / \ f \ 
F (a) = y, 0) Un() ABEEY w.-1(0)-F'(a*)} 
u 


y \ - / \ f \ 
F\ a") = yiv,(o)w,(a") .... y 


. ? 
(mu\. v a \\ 
Pula) F'(a#" )} 


ü. Ss. w.. zuletzt 
u pl 


Fa) — ' fly (a) u, (a) Won (N). (—1)“ pl a 

Die «— I Funelionen vr bestimmen nicht nur sämmtliche Gröfsen unter den Wurzel- 
zeichen, sondern auch die gegenseitige Abhängigkeit der Wurzelgröfsen selber. 
Selzt man nemlich für « die verschiednen Potenzen von «. so kann man 
vermittelst der so erhaltnen Werthe dieser Functionen alle «”"—1 Functionen 
F'(«'‘) durch die Potenzen von F'(«) ralional ausdrücken, indem alle u” —1 
Fe) . . - 

Fi |mmer einem Product aus den Werthen mehrerer der u«—I 
Funelionen y(«) gleich werden. Hierin besteht einer der gröfsten Vorzüge der 


Grölsen 


hier angegebnen Methode vor der Gaufs’ schen, indem in dieser die Auffindung der 
Abhängigkeit der verschiednen Wurzelgröfsen eine ganz besondere, wegen ihrer 
grofsen Mühseligkeit selbst für kleine Primzahlen nicht mehr ausführbare Arbeit 
verursacht, während die Einführung der Funclionen vw gleöchzertig die Grölsen 
unter den Wurzelzeichen und die Abhängigkeit der Wurzelgröfsen giebt. Die 
Bildung der Funclionen ı„ geschieht nach einem überaus einfachen Algorithmus. 
der nur erfordert, dafs man sich aus der Tabelle für die Reste von g” eine 
andre bildet, welche 9” == 1 -+-g” (mod. p) giebt. Nach diesen Regeln hat jetzt 
einer meiner Zuhörer in einer von der hiesigen Universität gekrönten Preisschrift 
die Gleichungen x’ I für alle Primzahlen p bis 103 vollständig aufgelöst **). 


*) Wenn n=1, lassen sich die «— 1 Functionen immer auf den 6len Theil un- 
mittelbar zurückführen. Ich habe sogar durch eine bis «=31 forlgesetzte Induclion ge- 
funden, dafs sich alle Funetionen w immer durch die Werthe einer einzigen ausdrücken 
lassen. 


**) Bei dieser Gelegenheit hat derselbe (Herr Rosenhain) den merkwürdigen Satz 
bewiesen, dafs wenn « die Ste, y die 3te Wurzel der Einheit, p von der Form 30Or +1, 


4 A+By-3 


24 = y” (mod. p) ist, immer Fe) [(—y) = «”: 





I (— ey) wird, wo A= —2, 


2 


B=0(mod.5), A4A+3BB = 4p. 
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Einer der für die Zahlentheorie fruchtbarsten Sälze ist folgender. Es 
seien die Zahlen m, m’, m” .... positiv und kleiner als »—1:; es werden durch 
m;, mi, m; .... die kleinsten positiven Reste bezeichnet, welche im, öm‘, dm” .... 


durch p—1 dividirt ergeben; es sei 


| f] “3 an \ | 
mm 4m; +... = n(p—l-+s,. 
wo s; ebenfalls positiv und kleiner als py— 1; ist v die kleinste unter den 
Zahlen n,, 9%, .... #%,_, und setzt man 
Y/,, —m\ IN _m' y _. m'! A 3 5 N Zn 
Ener" )..;. = kr)Ple”"), 


so werden die ganzzahligen Coeffieienten in z(r) alle durch »” theilbar und durch 
keine höhere Potenz von p; setzt man y(r) = p”x'(r) und in y’/r) für r die 
primitive Wurzel g, so wird u 
ZI = + in mol. p). 

Die Anwendung dieses Satzes giebt eigenthümliche Theoreme, von denen ich 
vor einer Reihe von Jahren ein Specimen in diesem Journal mitgetheilt habe. 
die Zahl der redueirten quadratischen Formen der Theiler von yy + pz2 
beireflend, wenn p eine Primzahl von der Form 4n--3 ist *%). Wenn ich 
diesen Theoremen die Allgemeinheit gegeben haben werde, deren sie fähig 
scheinen, werde ich mir die Ehre geben, sie ebenfalls der Akademie vorzu- 
legen. Sie bilden gewissermaafsen ein Verbindungsglied zwischen den beiden 
Haupttheilen der höheren Arithmetik, der Kreistheilung und der Theorie der 
quadratischen Formen. 

Die hauptsächlichste Anwendung der Kreistheilung habe ich auf die 
Theorie der cubischen und biquadratischen Reste gemacht, und mit grofser 
Leichtigkeit und Einfachheit den schönen G@aufs’schen Satz in seiner 2ten Ab- 
handlung über die biquadratischen Reste, dessen bisher noch nicht bekannt ge- 
machten Beweis derselbe als ein znystersum mazxime reconditum bezeichnet. 
wahrscheinlich auf ganz verschiednem Wege abgeleitet **). Die höchste Ein- 
fachheit hat der Reeiprocitätssatz für cubische Reste, dessen Beweis sich fast 
mit einem Striche aus den bekannten Formeln der Kreistheilung findet. Sind 


4 M —ı » M' —ı ‘ » 
ns at und 5 ae .„ wo M und M' durch 3 aufgehen (auch O 








nämlich 


— 





*) Für die Primzahlen von der Form 4n-+1 findet ein ganz analoger Satz Statt; 
die Zahl der q. R. zwischen 0 und 4» giebt hier die Zahl der Formen. 

**) Dieser Satz betrifft die biquadratische Reciprocität zwischen zwei complexen 
Primzahlen a+by—1 und c+by—1; den ebenfalls zuerst von Gaufs aufgestellten Satz 
über deren quadratische Reciprocilät hat Dirichlet bewiesen. 


22 * 
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. Pr - . . . Ic 4 v—3 
sein können), zwei complexe Primzahlen und bezeichnet man durch ( 2 ) 


ı(LIMy—3 
ee „ welche in Bezug auf den 








diejenige der Gröfsen 1, 








Bi 2 
KLL+3MM)—1 
L+My—3 ER | 
Modul - der Potenz (e+yy—3) R congruent ist, so wird 
geradezu 








( MUB win (Ha) ). 


Die Beweise dieser Sätze konnten in den vergangenen Wintervorlesungen 





ohne Schwierigkeit meinen Zuhörern milgetheilt werden *). 

Die Anwendung des Legendre’schen Reeciprocitätssatzes auf die Unter- 
suchung, ob eine Primzahl einer andern quadratischer Rest oder Nichtrest sei, 
erfordert bekanntlich die Zerfällung der successiv gefundnen Reste in Prim- 
factoren, und die besondere Behandlung jedes derselben. @au/s hat die Theorie 
der quadratischen Reste wesentlich vervollkommnet, indem er durch einen 
ihm eigenthümlichen Satz diese Untersuchung, ohne Factorenzerfällung nölhig 
zu haben, auf die Verwandlung eines Bruchs in einen Kettenbruch zurück- 
geführt hat. Ich habe die gleiche Vollkommenheit der Theorie der biquadra- 
tischen und cubischen Reste gegeben, wozu es nur einer leicht sich ergeben- 
den Verallgemeinerung der Reeciprocitätssätze bedurfte. Ist nemlich, um diese 
Verallgemeinerung für die quadratischen Reste anzudeuten, p irgend eine un- 
gerade Zahl =ff'f"...., wo f,f,f" -... gleiche oder verschiedene Prim- 
zahlen bedeuten, so dehne ich die schöne ZLegendre’sche Bezeichnung auf zu- 


r . . . I 
sammengeselzte Zahlen » in der Art aus, dafs ich mit =) wenn 2 zu p 


. ' . X X . . . 
Primzahl ist, das Produet (7 (7) (Fr) .... bezeichne. Sind p und p’ zwei 
ungerade Zahlen, die keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. beide positiv 
oder auch eine positiv, die andre negativ, so hat man, ganz wie bei Primzahlen: 





*) Diese aus vielfach verbreiteten Nachschriften der oben erwähnten Vorlesungen auch 
den Herrn Professoren Dirichlet und Kummer seit mehreren Jahren bekannten "Beweise 
sind neuerdings von Herrn Dr. Eisenstein im 27sten Bande des Örelle’schen Journals 
S. 259 und im 2Sten Bande desselben Journals S. 53 publicirt worden. Der S. 41 des 28ten 
Bandes von Herrn Dr. Eisenstein gegebne Beweis des quadratischen Reciprocitätssatzes ist 
der nämliche, welchen ich im Jahre 1827 Leyendre mitgelheilt und dieser in die 3te Aus- 
gabe seiner Zahlentheorie aufgenommen hat. 

Die oben erwähnten auf die quadratischen Formen bezüglichen Sätze sind jetzt Theile 
einer grolsen von Dirichlet gegründeten Theorie geworden. 

October 1845. J. 
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pl p—1 


eu?) 








2 pr 
)=(-1*, 
5 = 
- Pr. Ge 1) , 
! 
und diese Formeln geben den Werth von () vermittelst der gewöhnlichen 


r y' . . . Y ’ 
Verwandlung von . in einen Kettenbruch durch eine von der Gau/s’schen 


wesentlich verschiedne und einfachere Regel. Auf diese Weise erfordert die 
! 

. ) . T . . . . 

Bestimmung von 6 nur die Untersuchung, ob p und p’ wirklich, wie de 

Definition verlangt, keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Genau dasselbe 


lälst sich bei den biquadratischen und ceubischen Resten anwenden, für welche 
ich ähnliche Bezeichnungen eingeführt habe. Die Anwendung des so ver- 
allgemeinerten Zeichens Fr gewährt bei einiger Übung die angenehmsten 
Erleichterungen. 

Mit den Resten der Sten und ten Potenzen, welche ganz neue Prin- 
cipien nöthig machen, bin ich ziemlich weit vorgerückt; sobald ich den be- 
treffenden Reeiprocilälsgesetzen die wünschenswerthe Vollendung gegeben habe. 
werde ich sie der Akademie mittheilen. Das Wichtigste hiebei dürfte die 
Aussicht sein, welche diese Prinzipien auf eine dereinslige Verallgemeinerung 
und Vereinfachung der höheren Arithmetik gewähren. 

Eine meiner frühesten Anwendungen der Kreistheilung betrifft die ey- 
clometrische Auflösung der Pell’schen Aufgabe. Aus einer vor mir liegenden 
von dem jetzt am Danziger Gymnasium angestellten Oberlehrer C'zwalina an- 
gefertigten Nachschrift einer von mir vor mehreren Jahren gehaltenen Vorlesung 
entnehme ich folgende Sätze. Es sei p eine Primzahl von der Form 4n--1; 


bezeichnet man mit « ihre quadratisehen Reste zwischen o und }p, so wird 
p+1 





In hal a. 9 ON 
ee 2 RR, 
wo @°—py’—=— + und durch das vorgesetzte // das Product aus sämmtlichen 


” u 3 ASt . . m_ . . . y 
Facloren sin“ — bezeichnet wird. Es sei y eine Primzahl von der Form 


Sn-+-3; bezeichnet man mit «@ ihre quadratischen Reste, so wird 


i . [an rt 
z--yygq E y2Tsin (“7 -- 2); 


wo @"—qy’=—?. Es seien g und y’ zwei Primzahlen von der Form 
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4n--3, g quadralischer Rest von g’; es seien ferner respective « und « die 


kleinsten positiven quadratischen Reste von g und von g', so wird 
g-1l qg’—l 


en eur DER, ER 

2° * IIsin (“ 1 — ) — yg-zc-+-ygy, 
/ q - 

wo ge —gy’=+#, us. w. Wenn x und y nicht gerade sind, giebt die 

Cubirung der Gleichungen 





w@—py — —4, gar—qg'y’ — 4 
die Lösung der Gleichungen 


“—pv— —Il, u—dv" — —1. 





I. Zerfällung der Primzahlen > von der Form 42-+-1 in die 
Summe zweier Quadrate *). 


pa # +- D°, 


l l ad pP ab pP ab pP ab p a b 
- ı 2 257 i 16 557 19 14 853 23 18 1181 5 34 1549 35 18 
3 3 2 269 13 10 569 13 20 857 29 4 1193 13 32 1553 233 32 
17 1 4 277 9 14 377 1 24 87729 6 1201 25 24 1597 21 34 
29 es 281 38 593 23 8 881 25 16 1213 27 22 1601 1 40 
N. 293 17 2 601 5 24 929 23 20 1217 31 16 4609 3 40 
1 5 4 313 13 12 613 17 18 937 19 24 1229 35 2 1613 13 38 
a 317 11 14 617 19 16 941 29 10 1237 9 34 1621 39 10 
61 ) 6 337 9 16 Gl 23 4 953 13 28 1249 15 32 1637 31 236 
23.2.8 349 5 18 653 13 22 977 931 4 1277 11 34 1657 19 36 
59 > 8 353 17 8 661 25 6 997 31 6 1289 35 8 1669 15 38 
97 9 4 373 718 673 23 12 1009 15 28 1297 1 36 1693 37 18 
101 1 10 389 17 10 677 1%6 A103 23 22 1301 25 %6 1697 4 
109 3 10 397 19 6 7011 5 2% 1021 11 30 1321 5 36 1709 35 22 
m ı © 401 1 20 709 15 22 1033 3 3 1361 31 20 1721 11 40 
137 11 4 409 3 20 733 27 2 1049 5 32 1393 37 2 1733 17 38 
149 710 421 15 14 757.:9:%26 1061 31 10 1381 15 34 1741 29 30 
157 11 6 433 17 12 761 19 20 1069 13 30 1409 5 38 141753 27 32 
173 13 2 449 7.20 769 25 12 1093 33 2 1429 23 30 1777 39 16 
11 9 10 457 21 4 7173 17 2 1097 29 16 1433 37 8 1789 5 42 
3 7 461 19 10 797 11 %6 1109 25 22 1453 3 38 1801 35 24 
229. 15 .2 509 5 22 809 5 28 1117 21 26 1481 35 16 1861 31 30 
233 13 8 521 11 20 821 25 14 1129 27 20 1489 33 20 1873 33 28 
241 15 4 541 21 10 829 27 10 1153 33 8 1493 738 1877 41 i4 





*) Ich lasse hier die Tabellen folgen, die ich in dem vorstehenden Aufsatze er- 
wähnt habe. Die Berechnung der Tabellen I. und II. verdanke ich der Gefälligkeit des 
Herrn Director Zornow. Oct. 1845. J. 
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98 


p 
11057 
11069 
11093 
11113 
11117 
11149 
11161 
11177 
11197 
11213 
11257 
11261 
11273 
11317 
11321 
11329 
11353 
11369 
11393 
11437 
11489 
11497 
11549 
11593 
11597 
11617 
11621 
11633 
11657 
11677 
11681 
11689 
11701 
11717 
11777 
11789 
11801 
11813 
11821 
11833 
11897 
11909 
11933 
11941 
11953 
11969 
11981 


a 
89 
8) 

103 
77 
61 
93 
69 
19 
91 
67 


103 
ol 
3) 

10i 

107 

107 
19 
49 
65 

103 
29 
21 


41 


105 
79 
31 
83 

101 
47 
61 
13 

109 
97 

107 
95 
17 
65 

109 





bh 
96 
62 
22 
72 
s6 
50 
SU 
104 
4 
52 
104 
106 
92 
106 
64 
48 
I% 
100 
28 
94 
92 
36 
10 
12 
106 
96 
sb 
32 
104 
106 
100 
108 
26 
74 
104 
70 
40 
98 
90 
108 


30 
22 
4 
108 
88 
10 





12. (0. G. J. Jacobi, über die Kreistheilung ete. 


I. Zerfällung der Primzahlen » von der Form 62 +1 in 
Quadrat und das Dreifache eines andern Quadrats. 


Pi An p AB 

I: 258 #33. 1:13 
13 1 2 439 14 9 
Id: 457 512 
38: 8:3 463 10 11 
3%: Bor 487 22 1 
43 wer 499 16 9 
61 2:cB 923 4 13 
9: Br 541: 23,2 
+ er 547 20 7 
Bm ur 571 813 
9: Fi 971 23 4 
105 10 14 601 13 12 
109 en" 607 10 13 
127 10 3 “13: 5544 
138: -8::8 619 16 11 
151 2:7 631-22 7 
5. oa 643 20 9 
163 4 7 661 19 10 
184: 13 2 673 25 4 
193 691 4 15 
199 14 4 709 11 14 
Bit: Br 727 2 9 
283 - 14:3 733 25:6 
229 11 6 7239 815 
241 I: 751 26 5 
271 14 5 757 13 14 
277 13 6 769 1 16 
283 16 3 718728 1 
3077 89 8sı1 28 3 
313 11 8 823 26 7 
331 16 829 23 10 


> 
337717 4 853 29 2 
349 710 859 28 5 


367 2 11 877 17 14 
373 19 2 907 20 13 
379 4 11 919 26 9 
397 17 6 937 13 16 
409 19 4 967 10 17 


421 11 10 991 22 13 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 2. 


pP 
997 
1009 
1021 
1033 
1039 
1051 
1063 
1069 
1087 
1093 
1117 
1123 
1129 
1153 
1171 
1201 
1213 
1231 
1237 
1249 
1279 
1291 
1297 
1303 
1321 
1327 
1381 
1399 
1423 
1429 
1447 
1453 
1459 
1471 
1483 
1489 
1531 
1543 
1549 


31 


11 
23 
16 
19 


23 
23 
34 
11 
2 
37 
34 
10 
29 
38 
l 
28 
38 
20 
17 
32 
26 
31 


18 
14 
17 


16 


20 


y 
1567 
1579 
1597 
1609 
1621 
1627 
1657 
1663 
1669 
1693 
1699 
1723 
1741 
1747 
1753 
1759 
1777 
1783 
1789 
1801 
1831 
1861 
1867 
1873 
1879 
1933 
1951 
1987 
1993 
1999 
2011 
2017 
2029 
2053 
2083 
2089 
2113 
2131 
2137 


20 


40 


38 


B 
19 
21 


10 


p 
2143 
2161 
2179 


IX 3 


DD: 
8 8 
Dem 


“nn 8 ? 
m 
m © 
em 


Do ww ® 
.: 


TEE’ 


> X 
N u 


> 
.- 
fr 


2341 

2347 

2371 

2377 
2383 
2359 
2437 
2467 
2473 
2503 
2521 

2539 
2551 

2557 
2593 
2617 
2647 
2659 
2671 
2677 
2683 
2689 
2707 
2713 
2719 
2731 
2749 


46 
31 
44 


47 
34 


41 
43 
10 
29 
38 
37 
32 
28 


14 
19 
43 
40 
11 
90 
13 


26 


28 


p 
2767 
2791 
2797 
2803 
2833 
2851 
2857 
2887 
2917 
2953 
2971 

3001 

3019 
3037 
3049 
3061 

3067 
3079 
3109 
3121 

3163 
3169 
3181 

3187 
3217 
3229 
3253 
3259 
3271 
3301 
3307 
3313 
3319 
3331 
3343 
3361 
3373 
3391 
3433 


ein 


38 


46 


| 
=! 


10 


32 


16 


I® 


23 


26 





3919 
3931 
3943 
3967 
1003 
4021 
1027 
1051 
4057 
4093 
4099 
4111 
1129 
1153 
1159 


12 


1363 
1423 
1441 
1447 
1483 
1507 
1513 
4519 
1549 
1561 
1567 
4591 
4597 
1603 
1621 
1639 
1651 


4903 
4909 
4933 
4951 
4957 
4969 
4987 
4993 


36 


28 


19 


p 
4999 
>011 

5023 
3059 
5077 
5101 

5107 
3113 
»119 
5167 
3179 
>197 
5209 


—\ 


5 


2 
3 


« 


3 


© 


m 


46 
96 
30 


67 


49 


6 
64 
67 
37 
43 
14 
61 


76 


Ww 
3 


31 
25 
29 
41 
14 
30 
41 
36 
35 
21 
19 
15 
24 
29 


39 


De zo“ 


27 


Al 


39 


41 
38 
43 
36 


| 


40 
43 
42 
239 
23 
20 
38 
36 


P 


3827 


9839 

3851 

5857 
5869 
5881 

3923 
3953 
6007 
6037 
6043 

6067 
6073 
6079 
6091 
6121 

6133 
6151 

6163 
6199 
6211 

6217 
6229 
6247 
6271 
6277 
6301 
6337 
6343 
6361 
6367 
6373 
6379 
6397 
6421 

6433 
6451 

6469 
6481 

6529 
6547 
6553 


Au 


6571 
6577 
6607 
6619 
6637 


80 
99 
32 
65 
50 
64 


17 


37 


10 
31 
45 
34 


44 
17 
12 


29 
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pP 

6661 
6673 
6679 
6691 
6703 
6709 
6733 
6763 
6781 
6793 
6823 
6829 
6841 
68371 
6883 
6907 
6949 
6961 
6967 
6991 
6997 
7027 
7039 
7057 
7069 
7129 
7159 
7177 
7207 


etc. 
A B 
37 42 
79 12 
46 39 
8 47 
34 43 
19 46 
49 38 
s0 11 
73 22 
61 32 
14 47 
79 14 
67 28 
82 7 
16 47 
80 13 
59 34 
748 
82 9 
38 43 
s3 6 
20 47 
58 35 
73 24 
71 26 
77 20 
46 41 
37 44 
2 49 
79 18 
4 49 
83:.,2 
56 37 
65 32 
31 46 
83 12 
5 6 
74 25 
9 36 
71 28 
28 47 
s»5> 8 
16 49 
s3 14 
41 44 
68 31 
25 48 


7639 
7669 
7681 
1687 
7699 
7717 


en 


w 


SEEN 
(Cu 


JS JJ 


1-4 
on 
er 


S0OS9 
s101 
Ss161 
8167 
179 
8191 
3209 
8221 
8233 
5263 
8269 
8287 
8293 
8311 
8317 
8329 
8353 
8377 


67 


61 
16 
83 


33 


nt] 


70 
6 
46 
49 
89 


S6 
79 
22 
91 
82 
35 
91 


39 
67 





50 


32 


39 


wo 
"I. © 


Fe S=) 


10 
92 
26 
> 


23 





3359 
5419 
5431 
3443 
S461 
5467 
8521 
8527 
8539 
3563 
s581 
8599 
3623 
8629 
S641 
5647 
5677 
3689 
8707 
713 
719 
8731 
8737 
761 
5779 
5803 
8821 
3839 
3863 
3887 
8893 
3923 
2929 


91 
88 


u 


92 
61 
10 
92 
44 
9] 
82 


14 
77 
23 
38 
85 
sg 
92 
91 
Ss6 
68 


43 
592 
40 
67 
94 
94 
62 
sg 
s0 


> 
> 


6 
15 
93 
93 


30 


40 
33 


47 
10 
25 
93 
30 
92 
49 
22 
16 

g 
12 
21 
37 
2 
48 
45 
49 
38 


41 
18 
29 
36 


12. 


p 
8941 

8971 

9001 

9007 
9013 
9043 
9049 
9067 
9091 

9103 
9109 
9127 
9133 
9151 

9157 
9181 

9187 
9199 
9241 

9277 
9283 
9319 
9337 
9343 
9349 
9391 
9597 
9403 
9421 
9433 
9439 
9463 
9511 
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46 


94 
43 
62 


—— 


dd 


40 


97 


98 
70 
94 


B 
30 
13 
32 
37 
42 
33 
16 
21 
9) 
99 
4 
47 
6 
35 
46 
50 


p 
9547 
9601 
9613 
9619 
9631 
9643 
9649 
8661 
9679 
9697 
9721 
9733 
9739 
9769 
9781 
9787 
9811 
9817 
9829 
9859 
9871 
9883 
9901 
9907 
9931 
9949 
9967 
9973 

10009 
10039 
10069 
10093 


A 

92 
97 
95 
88 
98 
64 
89 
713 
98 
17 
93 
91 


91 


B 
19 
te) 
14 
25 
3 
43 
24 
38 


J 


39 
46 


pP 

10099 
10111 
10141 

10159 
10177 
10243 
10267 
10273 
10303 
10321 
10333 
10357 
10369 
10399 
10429 
10453 
10459 
10477 

10501 

10513 
10531 

10567 
10597 
10627 
10639 
10651 
10657 
10663 
10687 
10711 
10723 
10729 


94 
97 
100 
88 
89 
50 
47 
71 
83 
31 


82 


88 
14 
92 
103 
86 
98 
94 
64 


u 


dd 


B 
95 
13 
58 
21 


Al 


16 


MV ID I Cc 
oo & m on 


33 
19 
25 
47 
40 


p 
10753 
10771 

10789 
10831 

10837 
10861 

10867 
10891 

10903 
10909 
10939 
10957 
10987 
10993 
11047 
11059 
11071 

11083 

11113 
11119 
11131 

11149 
11161 

11173 
11197 
11239 
11251 
11257 
11287 
11299 
11317 
11329 


A 
95 
32 
101 
89 
67 
07 
100 
104 
34 
103 
56 
47 
92 
89 
62 
104 
86 
100 
85 
26 
92 
49 
19 
101 
103 
106 
68 
43 
82 
64 
35 
23 


Kreistheilung ete. 


b 
24 
24 
14 
37 
46 


mi AD 
DI [A DD 


| 


10 
1 
34 
29 
32 
49 
N 
35 
19 
36 
99 
33 
>4 
60 
18 
14 


47 
96 
39 
49 
98 
60 


23 * 


p 
11353 
11383 
11437 
11443 
11467 
11491 

11497 
11503 
11527 
11551 

11587 
11595 
11617 
11677 
11689 
11701 

11719 
11731 

11743 
11779 
11821 

11827 
11833 
11859 
11863 
11887 
11923 
11941 
11953 
11959 
11971 
12007 





179 
AB 
91 32 

106 7 
07 26 
s0 41 
32 99 
104 15 
107 | 
6 37 
70 47 
100 23 
>. 532 
47 56 
3 46 
33 40 
I3 62 
94 31 
y92 33 

106 13 
2_ 99 
17 62 
68 49 
61 52 
26 61 
46 57 
38 59 

4 63 
43 58 
71 48 
s6 39 

ss 63 
I0 63 








180 
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0. @G. J. Jacobi, uber die Kreistheilung 


etc. 





Tabelle für die Zerfällung der Primzahlen von der Form 87-1 


DD m 
-J - 


ko} 
- 


ww 


DD ih 
m [| 





y ( p 
17 3 857 
41 3 Ss1 
13 1 929 
sy 9 937 
97 > 953 
113 N) 977 
137 3 1009 
193 11 1033 
233 15 1049 
241 13 1097 
257 15 1129 
2s1 9 1153 
313 > 1193 
337 7 1201 
33 19 1217 
401 3 1249 
409 11 1259 
433 19 1297 
449 21 1321 
457 13 1361 
>21 3 1409 
5369 21 1433 
577 17 1481 
393 9 1489 
601 23 1553 
617 15 1601 
641 2i 1609 
673 > 1657 
761 27 1697 
769 11 1721 
509 3 1753 
*) 


enthalten. 


Aus diesen 


Law) 


> DD 8 


De 


DD »® DD 


in min 
DD TO» 


10 


p 
1777 
1801 
1873 
1889 
1913 
1993 
2017 
2081 
2089 
2113 
2129 
21537 
2153 
2161 
2273 
2281 
2297 
2377 
2393 
2417 
2441 
2473 
2921 
2593 
2609 
2617 
2633 
2657 
2689 
2713 


2729 


p = cc-+ 


d p 
24 2753 
30 2777 
15 2801 
20 2833 
14 2857 
24 2897 
15 2953 
26 2969 
30 3001 
24 3041 
32 3049 
12 3089 
8 3121 
30 3137 
32 3169 
6 3209 
28 3217 
24 3257 
34 3313 
14 3329 
26 3361 
6 3433 
24 3449 
36 3457 
2 3929 
36 3593 
t 3617 
28 3673 
12 3697 
36 3761 
8 3769 


DI SD ea [an PS) 
oO sw a Si 


34 
32 
10 
24 
18 
38 
36 
38 


10 


42 
28 
38 
18 
42 
16 


12 


pP 
3793 
3833 
3881 
3889 
3929 
4001 
4049 
4057 
4073 
4129 
4153 
4177 
4201 
4217 
4241 
4273 
4259 
4297 
4337 
4409 
4441 
4457 
4481 
4513 
4561 
4649 
4657 
4673 
4721 
4729 
4793 


Der verstorbne Director des altstädtischen Gymnasiums 


ist die vorstehende Tabelle entnommen. 


99 


in ein Quadrat und das Doppelte eines andern Quadrats *). 


p 
4801 
4817 
4889 
4937 
4969 
4993 
5009 
5081 
5113 
5153 
3209 
9233 
5273 
9281 
9297 
3393 
5417 
5441 
5449 
5921 
3969 
5641 
5657 
3689 
3737 
5801 
3849 
5857 
3881 
9897 
3953 


30 


50 
48 
30 
48 
24 

4 
15 
42 
40 
92 
54 
54 
44 
4 


| in Königsberg i. Pr., 
Dr. Struve, einer der geistreichsten Philologen, machte mir sehr umfangreiche Papiere 
zum Geschenk, welche die Zerfällungen aller geraden Zahlen bis 12000 in drei Quadrate 


Leider sind in diesen 


Berechnungen, welche von ihm zur Zerstreuung in einer schweren Krankheit unternommen 
wurden, bisweilen einige der oft sehr zahlreichen Zerfällungen einer Zahl ausgelassen, 
wodurch der Werih dieser mühevollen und interessanten Arbeit verringert wird. 








I 


12. C. 6. J. Jacobi, über die Kreistheilung ete. | 


IV. Tabelle der Zahlen 77.’ für das Argument 77 *). 


1+g” = 9” (mod.p). 





pl? 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 711 73 79 83 89 97 101 103 
9g13 2 6 10 10 10 10 17 5 6 28 10 26 10 10 12 62 5 29 50 3010 2 35 
nı 

0512 1 5 10 17 8 11 12 11 26 39 30 35 35 47 29358 850 3 72 86 I 70 
114 8 72326 323 892225 72711 5 3 9 A 7 5 57 82 69 74 
211 4 11 8 4 18 3 29 24 32 6 38 33 43 35 61 43 67 18 2 4 76 24 60 
3il*- 6 4 2 13 14 17 18 35 27 20 22 15 54 28 56 59 53 51 52 66 26 38 100 
+45 9 2 72 5 8 6 1617 2 4 6 33 172 37097 7% 95 5ı 1 30 16 
5i3 »+ 8 91 9% 9 7 1 14 12 2A 211 32 6 52 23 66 76:80 40 82 96 
6 :#E % 1 3 21 24 26 20,20 11 43 13 1 57 25 33 16 70 81 76 33 90 36 
7 335113 93252333 23 2838 9 6 21 24 32 9 23 40 39 11 49 
S 2 10 * 9 2013 2 5 310 6 5 42 4 47 37 6 3 38 361 37 % 
9 7 114 « 19 15 28 2834 1 450 19 2 58 A 55 36 22 6 64 3 53 
10 9 11 1 17 0 5 27 18 37 11 1 48 56 44 61 27 56 68 69 12 93 99 
11 6 A 7 = 27 21 34 7 40 39 40 8 22 43 53 40 39 44 48 88 A 88 
12 3 nun 72 232 6223 5 BY 1 2 21 2 ı 31 5 35 
13 5 105 2-3. 3132 35 7 2 I DA ITS Mn 3 
14 6 8 12 « 17 15 29 717 37 31 29 41 6 33 20 40 20 92 86 4 
15 12 10 6 12 « 10 12 38 25 17 28 31 3 54 11 74 42 34 69 62 72 
16 oe: + BB BT EB DI BIT DB DB BD BD BB BB’ I 8 eu SIE 1 9% 
17 es und ı a EM, 2 U 5 30 3 Bi BB 4 
18 a a a ı 0 1. >. BB 2 22 3 232 3 9 1T6 71:5 4 19 
19 . :ı : :‘:. 1 L BT I EEE SI RD BB 3 9a ui 1 51 
20 a ea u u 8 29 30 56 10 30 13 62 24 57 81 31 74 >34 
21 PET 2 232 131.232: 5 3 > m 2 2 0 698 19 118 63 66 
22 we DEN EEE ZU ZIERT CE DB 23 EM 
23 2... ec AB FD TDG KK DB DB ZI I BE BB EB 1 8 38 
24 ee FT LTE PD ED EI TB DB EDS BIT RR DB 
25 ahteare hiae khBAAABBF B B FB FB TB RB 3 BD HIN 13 59 
26 1 2 17 15 15 '9 =» 18 40 31 45 56 13 17 38 46 78 40 
27 22 15 19 31 23 32 36 49 36 65 21 3 44 51 62 87 45 7 
28 : MB BB RM HH 5 7 3 13 5 2 OD Hi % 67 
29 Be Se ar en 71834 31 4 ‘ 3:9 8 34 26 39 13795 23 
30 at = EEE 14 .8 16 18 4 35 « 12 65 2 35 36 9 34 39 8 
31 Br, an. A a 2.25 293 10 34 2 54 16 5 38 45 43 39 24 33 24 
32 EEE TEE SERIE IE 2 35 27.3 10 50 39 60° 22 21 11 15 50 16 55 101 
33 Bu" u | 5) Ps er 32 16 34 8 20 7 9 - 34 24 58 29 10 47 40 71 
34 ii ir ı e a a BMA TFT DD I U DD I DB BB A 7 
35 De u a ae a 8 . 6 2%6 28 51 46 18 51 « 15 54 4 21 30 27 %0 
36 a ee Ph IE ER DE EB FE IT EI a BE y 
37 ee a ee ee "ES Eee u Zu IE BEE u 
38 Er. EEE u oo MN N a a u ut 
39 a 00 u a Ta De TE > DE Zr u eu DE TE DE 
40 a A a SR 4 37 48 52 50 5 66 61 2 A7T 86 59 56 46 
41 24 729 47 19 17 9 71 5 17 6 3 








*) Diese Tabelle ist während der Wintervorlesungen 1836 — 37 von meinen Zuhörern 
berechnet worden. Vermittelst des seitdem von mir herausgegebnen Cunon Arithmetieus 
(Berlin 1839 bei Dümmler) kann dieselbe leicht auf alle Primzahlen unter 1000 ausgedehnt 
werden. Setzt man nämlich für eine Primzahl » unter 1000 eine Zahl der dort mit Indices 
überschriebnen Tabelle = m, so wird die unmittelbar folgende der Tabelle der ent- 
sprechende Werth von m’. 
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p]47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 101 103 
4110 26 10 10 12 62.5 29 50 30 10 2 35 
mi 
42120 43 14 34 62 57 44 52 7 84 67 15 27 
43519 Al 13 13 13 64 5 19 63 28 13 60 22 
44 1 36 49 17 455 19 36 9 4 - 62 41 20 
15 1 26 21 24 16 63 48 48 25 53 73 44 79 56 
46 7 15 15 10 14 30 57 18 42 84 89 48 
47 19 55 42 26 12 51 14 11592 3 6 10 
18 >». 1 55 m > 1 m *. u, 
19 12 10 11 64 11 35 75 78 85 52 99 954 
50 31 34 A6 8 63 37 71 65 30 38 » 83 
>1 26 2 53 54 31 71 17 12 27 9 50 » 
52 53 41 27 28 42 65 6 13 18 19 33 
33 s 59 537 3 5 DD RA HH > 
»4 29 51 40 9 31 31 32 77 25 43 13 
iD) 51 27 32 39 22 37 24 65 72 34 69 
6 41 8 34 62 57 12 73 18 19 97 2 
>7 44 25 49 67 68 41 34 8 36 17 11 
58 33 39 18 19 4 67 67 10 73 78 
9 44 14 42 41 53 5 60 28 20 81 
60 19 51 69 67 62 16 58 16 87 
61 1 65 29 32 80 35 91 57 9 
62 33 29 17 47 37 12 15 87 6 
63 53 17 46 59 50 29 14 75 47 
64 59 27 70 6 48 58 80 28 3 
65 22 47 25 68 14 79 89 92 25 
66 16 10 30 45 25 4 10 75 
67 56 18 28 27 798 8 75 
68 41 43 46 26 61 22 23 85 
69 68 50 27 64 22 60 2 38 
70 65 15 74 53 20 9 69 
1 13 22 3 745 66 9 
12 64 58 87 79 48 80 
73 61 13 19 6 18 94 
74 69 30 6 51 52 39 
75 48 16 32 42 88 8 
76 16 75 31 11 46 14 
17 76 71 37 71 85 34 
78 .21 59 3 14 93 
79 . .49 17 68 42 29 
30 . 70 83 41 54 28 
S1 .909 33 54 32 45 
82 70 78 31 64 
33 75 43 81 32 
84 si 985 1 
Ss 63 77 47 26 
56 2 2 72 6 
37 6 55 58 57 
85 . 59353 
59 32 80 18 
90 : 27 83% 
91 35 94 77 
92 93 29 89 
94 23 4 44 
93 74 84 68 
95 81 77 42 











p 101 103 
g 2 35 
m 
96 26 30 
97 35 91 
98 22 12 
99 68 97 
100 IR 
101 13 
102 








j 
F 
} 
1 
| 
I 
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13. 


Note sur les fonetions Abeliennes 
par M. 6. G. J. Jacobi, lue le 29 mai 1843. 


( Tire dgı Bulletin de la classe physico -mathematique de ÜAcad, Imp. des sciences de St. Petersbourg 
. Tome II. No.7.) 





Soit A une fonction rationnelle et entiere de x du sixieme degre, et nom- 
mons Y la me&me fonclion de y; soit de plus 
I —= I/II(x), — IH, (=). 
Determinons deux quanlites « et y en fonctions de u et v par les equalions 
simultandes 
IKK2)+II(y) = u, I, (2) I1,(y) = ev, 
jai fait voir que ce sont ces fonctions de deux variables, 
x —= ,(u,v), y=4ı[wv), 

qu’il convient d’introduire dans l’analyse des transcendantes Abelennes, ei qui 
sont analogues aux fonctions trigonometriques et ellipliques. Or je viens de 
trouver, que ces fonctions de deux variables se composent algebriquement 
de fonctions d’une seule variable. En effet, nommons x’ et y’ les valeurs 
de x et de y, que l’on tire des deux &quations transcendantes simultandes, en 
meltant v0, et soient x” et y” celles qui repondent a @=0: on aura 

Ma)+Iy)—u Ina) IL) = 0, 

IKa")+1(y") = 0, ITh(@")+IL(y") =, 
d’ou il suit, 


| 


IK@') + II) + Ha) + 79") = u, 
I @) IL y’)4-Thla") +11") = v. 
Mais, d’apres le iheoreme d’Adel, on sait exprimer deux quanliles = el y en 
lonctions algebriques des quatre variables ©, x”, y’, y'", de maniere que l’on 
a les deux &qualions 
u — II(@') + II(y') + IK") 4 17(y") = II) + ITy), 


n 


ve —= II,(@')-+II(y) + II,(@")4-I7,(y") = IT,(&)-- II (y). 


| 
Done les deux fonctions = et y determindes par les equations simultanees 
II(x)-- II(y) = u, IT, (&)- Ty)=v, 


„ 


sont des fonctions algebriques des quatre quanlites x’, x", y’, y”, qui ne son! 
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elles-memes que des fonetions d’une seule variable, ou en d’aulres termes, 
les deux fonetions de deux variables 4(u,®), A,(uv) serpriment alge- 
briquement par les qualre fonctions d’une seule variable 

,(u,0). ),(u, 0), 

(0,0), A4,(0,v). 
la möme remarque s’applique aux transcendantes Abeliennes, dans*lesquelles 
la fonelion A est d’un degr&e quelconque *). 


*) Dans un memeoire public dans le vol. 27 du Journal de M. Crelle page 185, 
M. Eisenstein s’est mepris sur la nature des fonctions A(uw, v), A, (w, v), faule d’avoir bien 
saisi le prineipe fondamental de la co@xistence des periodes relatives aux deux argumens 
vw et vo. Le memoire „Sur les fonctions a deux variables et a quatre periodes” tome Xlll 
page 55 a pose les vrais principes dans cette branche nouvelle de l’analyse. 

On sait que la fonclion x = sinam(«) est donnee en « au moyen d’une qualion 
lineare, A+Bx==0, Act B elant des fonctions de « qui ont une valeur unique et 
linie pour chaque valeur finie, rcelle ou imaginaire, de l’argument «. D’une maniere 
analogue, elant donnces les deux equalions elablies ci-dessus, 

IKK) +I1Ky) = u, IH, (a)+II,(y)=v; 
los quanliles x et y se trouvent ötre les deux racines d’une &qualion quadralique 
A+Bt+C?=0, 
ou A, BD, © sont des fonclions de « et v qui ont une valeur unique el finie pour toutes 
les valeurs finies, reelles ou imaginaires des deux argumens « et v. C'est la la veritable 
nalure des fonelions x et y. Le caractere de la fonction sin am(«) elant d’ötre un quo 


B ® 25 ’ a RR 
tient — —, M. Eisenstein dit (pg. 180), que, par analogie, dans la theorie des integrales 
5 


Abeliennes il faudrait considerer des quotients de quotients. Mais quest ce que c’est 
que des quotients de quotients? KC’est tout simplement des quotients. 

Dans le möme me&moireM. Eisenstein a considere certains produits doublement infinis, 
que Yon rencontre dans la theorie des fonctions elliptiques, et quil n’a pas reconnus &tre 
du nombre de ceux qui prennent des valeurs differentes suivant l’ordre dans lequel on 
range les facteurs. Ces erreurs, ayant el& reproduiles dans un autre memoire (page 285 
du möme volume), ont ele la cause, que M. Eisenstein y a clabli des formules faulives 
relalives aux fonctions $(.r). Les formules exactes ont ete donndes depuis longteinps 
dans le memoire tome IV pg. 382. 

Oct. 1845. J. 
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14. 


Beiträge zur Theorie der elliptischen Kunetionen. 


(Von Herrn Dr. phil. G. Eisenstein zu Berlin.) 





I. Ableitung des biquadratischen Fundamentaltheorems aus der 
Theorie der Lemniscatenfunctionen, nebst Bemerkungen zu 
den Multiplications- und 'Transformationsformeln. 





1. 
W em a--bi= m irgend eine ungerade complexe ganze Zahl vorstellt, und 
«+4 —p= N(m) gesetzt wird, so ist das Integral der Differenzialgleichung 


| oYy . 0x 
PL... EEE GEBETEN [ ER le 
1 a NN aa 





wenn y mit x zugleich verschwinden soll, von der Form: 


(2 ) a 8 A,+A,x° + A,x® + + Anna! = u 
wo die Coöfficienten A,, A, etc. BD, etc. ganze complexe Zahlen sind. In 
dieser Form des Integrals werden Zähler und Nenner keinen algebraischen 


und selbst keinen numerischen gemeinschaftlichen Theiler haben. Es komm! 
darauf an, die noch unbekannten ganzen Coeffieienten zu finden, oder wenigstens 





diejenigen ihrer Eigenschaften zu entdecken, welche hier nöthig sein werden. 


Man zeigt leicht, dafs A,— m ist; denn A, ist der Werth von = für 20). 


an 








Yqr/ . j 
also A=-- für 2=0; nun verschwindet y mit x zugleich, also eoiebt 
[0 € 
ww 
. . f} er co} 
die Differenzialgleichung (1.) für 2—=0, ZU mm, 
m i 1 1 aipks 
Setzt man in (1.) und (2.) 2 = 73 Y=—, und disponirt über die 
“5 1 


ganze Zahl « auf passende Weise, so erhält man 
on dE 
. Bi <4) ? 
vun‘) vi—E) 
— gu sPio-n+ Bur-n5' 2 o... +B, Er-51 £p-1 


a" — 











Ap-n+ Ayp-9&++ .... + A, Er-5 Br ’ 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXX. Heft 3. 24 
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also ist auch 


. BD: wi 4 a + rp-1 
>. en IP-D)T- E 
( ) ) A:p-n+ u: ..+4A,xP l 


ein Integral der Differenzialgleichung (1.), und da dieses ebenfalls mit = zu- 








gleich verschwindet, mithin mit (2.) identisch sein mufs, auch Zähler und Nenner 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so müssen Zähler und Nenner des 
neuen und des alten y aus (3.) und aus (2.), abgesehen von einer complexen 
Einheit, einzeln verglichen mit einander übereinstimmen. Eine solche Ver- 
gleichung giebt: 

4) 4A,=t"Bo-n; Am=tB, Aosm=tB, Aun=t 


Der Exponent » ist eine noch Nee ganze Zahl. Um ihn zu bestim- 


Hr— 


men und die nachfolgenden Untersuchungen mit gröfserer Leichtigkeit zu führen, 
sei allgemein g(?) diejenige Function von Z welche mit £ zugleich verschwindet 
und der Differentialgleichung genügt: 
opt) r 
"a vt—ypU). 


Aufserdem setze man 


| IX(+)2 i 
w — Y/ er — Yon)’ so dafs +) — 1 wird. 


Die Function 4 (£) ist complex periodisch, und man hat y (!--ko)—=y(f), wenn 





k irgend eine ganze complexe Zahl vorstellt. Die Fundamenisl-Eigenschaften 
der Function g sind durch die beiden Gleichungen gegeben: 
p(el) = ty(t) und 
FÜ -IEIIHENYÄA-FNN. 


/ ’ 
pl!) — 
nt fer Oz 
Hieraus und aus der erwähnten Periodicität, die sich aus den Fundamental- 
gleichungen unmittelbar ergiebt, leitet man leicht die Formel ab: 


Rt Z | = N, 


wenn « und 5 zwei reelle ganze Zahlen sind. Das Integral (2.) der Diffe- 
renzialgleichung (1.) läfst sich jetzt in folgender Form schreiben: 


a. At pt "EEE RE ne 
1+ By)! + r... + Bon p(t)P-! 
Um nun den Werth von v in (4.) zu bestimmen, setze man statt £ den spe- 














p(mt) = Y( 


ciellen Werth ne so dafs y(£)=1 wird: da für diesen Werth, wenn man 


noch @ ungerade —= ?«--1, 5 gerade = ?2/ annimmt, nach dem vorhin Be- 
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fr \ [07] . 3 .. r- - 
merkten p mt) —=y (m- 2) in (— 1)“*” übergeht, so erhält man aus der eben 


geschriebenen Formel 
(— 1 ya ß BR A, +4, n- ann -r Ayo 
l +B,+ eo... + Bio 


für einen Werth von »n, dessen reeller Theil ungerade, Coöfficient von 2 gerade 





ist. also kommt, v’enn man für A,. A, etc. die Werthe durch die 3 aus (4.) einsetzt: 
‘ ı’O8 ) B.: en] + BD: ;) u...” B, ir l w 
(—1ytR — ? ed en 3 ' —, welches —= ?”, 


178.7... 70.58, : 


weil Zähler und Nenner hier einander gleich sind und nicht zugleich verschwin- 





den können; mithin # —= (—1)**?, 

Für alle Fälle reicht es hin, m primär, nach der von Gau/s diesem 
Worte beigelegten Bedeulung, d.h. = 1(mod. ?--22) zu nehmen, denn alle 
möglichen complexen ungeraden Zahlen lassen sich aus den primären durch 
Multiplication mit complexen Einheiten +1, +? ableiten. Für einen primären 
Werth von m ist @ -;- 9 gerade, also ® —= --1, mithin werden die Multiplicalions- 
formeln für einen primären Werth von m, aber nur für einen solchen, 
von der Form: 
m+A,ygMt+....+p (NP! 














% nt — 

(9.) G mt) pit )7 +, A,cp—5) P( (d)+ + ....t+mg(t)Pm! 
ge mat+A, 2°+....+aP ha. 4 
‘ 1+ Apr +... +maP! Gh: Mi 


Wir kommen jetzt zu einem Salze, welcher die Grundlage für alle An- 
wendungen der Lemniscatentheilung auf Zahlentheorie zu bilden scheint und 
welcher um so merkwürdiger ist, da er sich ganz einfach aus der Differenzial- 
gleichung ableiten läfst. Es ist der folgende: 

„Wenn m eine zweigliedrige complexe Primzahl, also p eine reelle 
Primzahl : —= 1 (mod. #) ist, so sind alle Coöfficienten des Zählers U bis 
auf den wa so wie alle Coöfficienten des Nenners V bis auf den 


ersten durch m theilbar.” 
U 





In der That, setzt man y= 77 in die Differenzialgleichung (1.) ein. 
so kommt 
oU oV v(V*--U*) 
= en yvi—.ı*) 





k v( v.— U*) 


Hieraus folgt einerseits, dafs der Ausdruc einer ganzen Function 


y(l—.r*) 
von x* gleich ist, welche wir durch 7 bezeichnen wollen. Andrerseits ist 
V*— U* eine ganze Funclion von x* mit ganzen complexen Coefficienten, 
24 * 
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deren constantes Glied —= 1 ist, und welche für x=*= I verschwindet, also 
- | V+ — U: a , 
ist 9° — U* durch 1—@° theilbar und — er T’ eine ganze Function 


von x«* mit ganzen Coeäfficienten, deren constantes Glied (erster Coeflicient) 
— I; mithin mufs auch 7 selbst, welches schon als ganze Function erkannt 
wurde, lauter ganze Coöfliecienten haben. Da nun 











C J rC 
Fo en U en ee 
OX x 
war, so folgt hieraus 
AU -OV 
v__- U = 0 fh 
e 37 ( )» 


eine Congruenz, welche in dem Sinne zu verstehen, dafs jeder Coöfficient 
in der nach Polenzen von x geordneten linken Seite durch » theilbar ist. 
Entwickelt man wirklich, nach den Formeln 





AU u ’ ’ 
S- — 4154219, 13 Aa .... 
I, = 4B,&°+-SB,x' + 2 B,2"-...., 
so kommt 
v2et_uv2f —_ 4,1-34,B,154A)e1(-74,B,44,B,194,)2° 
= — 22 =— in ., 0 ı 7 9£ AT +(—7 u) 2 T + ı 2 )ı „JA 


} Gual. | A,B; Ei 34, B,—- > A, B, 4 13 4,)c"” . eic. 


Da nun hier jeder einzelne Coöfficient durch m theilbar sein soll, und für eine 
zweigliedrige Primzahl m die numerischen Factoren 5, 9, 13, ...., 9—4 
nicht durch »n aufgehen, so ersieht man, wenn die schon gewonnenen Con- 
gruenzen bei jeder folgenden mitbenutzt werden, dafs A,, A, A,, .... Aı.., 
notlhwendig durch »n theilbar sein müssen. Z.B. A, so wie —34,B,+54, 
sind durch m theilbar, also auch 5A,; aber 5 ist nicht durch »n theilbar, also 
mufs es A, sein; ferner geht m in —74,B,+4A,B,+94, auf, aber auch 
in A, und A,, wie eben gefunden, mithin auch in 9 A,, also in A,, da 9 nicht 
durch »r theilbar, und in derselben Weise fort. Auf den letzten Coöfficienten 
Ay, lälst sich diese Art zu schliefsen nicht mehr anwenden, da sehr wohl 
p4A:,-n durch »r theilbar sein kann und sein mufs, ohne dafs A,,_., es zu 
sein braucht. Ebenso wenig kann man diese Schlüsse anwenden, wenn n 


eine eöingliedrige Primzahl ist: in diesem Falle werden mehrere der Zahlen 


Is 9, 13, .ere.9 p—4 


durch x theilbar. 
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Wir sehen also: „dafs für jede primäre sweigliedrige complexe Prim- 
„zahl m gp(mt) sich auf die Form bringen läfst: 
m £+g (typ! 
) \ nn o/t .— 
(6) Da 


„wo £ und & ganze Funclionen von p(f)* mit ganzen complexen Coöfli- 





„eienten sind.” 
win le eier 
Beispiele Für m=—1-+X%%, p=5 wird y—= EmaRrETE 





für m—=3-+2:, p—=13 wird 
842). +7—4)25 411410)’ tet: 
Y 7 IH 1) IT Her Lßrtr)e®r 
und man hat 
7-H=BL-MAM-%), —1N140i = BLA)(—1-44), 
so dafs 





= 141%) + (—1-+4:)2, 
= (14H) +12). 

Für m —= 1--4:, p=17 sind die Coöfficienten des Zählers U nach der Reihe: 
14-4, -—W— 1:=(1+42)—4+4:), — 10+28:?: = (1-+42)(6 +42). 
1? — 20 = (14+45)(—4—4i), 1. 

Um auch davon ein Beispiel zu geben, dafs der Satz für Nichtprimzahlen seine 
Gültigkeit verliert, betrachte man die Coöfficienten des Zählers für m — 9. 


\ 


p==?25, welche 
9, —62, — 105, 300, — 125, 50, 1 
sind. wo — 6? nicht durch 5 theilbar ist. 


2. 

Ein complexes Restensystem für den (ungeraden, primären) Modul »n 

läfst sich, nach Ausschliefsung des durch den Modul theilbaren Gliedes, auf 
viele Arten folgendermafsen gruppiren: 











r, ir, —r, — ır.. 

rn; ir, —r, — ir, 
(7.) r; ir, —rT; Fr, 

Toy ET | Tiny | TEN) 


Nimmt man nämlich für r, irgend ein Glied des Restensystems, so sind die 
vier Zahlen der ersten Horizontalreihe des Schemas unter einander incongruent ; 
erschöpfen sie das Restensystem noch nicht, so nehme man für r, irgend eines 
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der noch übrig bleibenden Glieder, worauf dann die vier Glieder der zweiten 
Horizontalreihe unter einander und zu denen der ersten incongruent sein wer- 
den; und so weiter fort, bis alle Glieder des Restensystems erschöpft sind *). 
Wir nennen diese Gruppirung: die Eintheilung eines Restensystems in vier 
associirte Theile, und jeden dieser vier Theile kurz ein Viertel- Resten- 
system. Nachdem man auf irgend eine Art diese Eintheilung vorgenommen 
hat, kann man alle übrigen Arten daraus ableiten, indem man die Glieder jeder 
einzelnen Horizontalreihe eyklisch permulirt, so dafs die Anzahl der Arten 

44?) wird. Der zuerst von Gaufs angegebene Gedanke, ein Resten- 
system in dieser Weise zu theilen, ist ebenso wichtig, als der Begriff der Con- 
sruenz selbst, und beruht auf der Betrachtung solcher Zahlen, welche sich zu 
associirten ebenso verhaiten, wie congruente Zahlen zu den gleichen. Mit 
zwei Worten gesagt, ist ein Viertelrestensystem jede Reihe von 4(p—1) 
Zahlen, aus welcher man durch Addition von Vielfachen des Moduls und durch 
Multipliealion mit compiexen Einheiten alle nicht durch den Modul theilbaren 
Zahlen. und jede nur einmal erzeugen kann. 


Nach dieser Vorbemerkung wenden wir uns zu der Betrachtung der 


Wurzeln der Gleichung x = {), r ist eine ganze Funclion von x° vom 
!(p—1)ten Grade, also hat die Gleichung —0 wenn man in ihr @’== 2 
als den Unbekannten betrachtet, d. h. die Gleichung 

8) SPD L AH DAL,... tAztm— 0, 
i(p—1) Wurzeln z, welche, da die Gleichung (8.) folgende y(mt) —= 0 


rw 


4 
nach sich zieht, offenbar durch die Formel & — y( ) segeben sind, in der 


m 
r den Inbegriff der Zahlen r,, 2, .... 7,1, aus der ersten Verticalcolumne 
des Schemas (7.) bezeichnet. Da die Coeffiecienten der Gleichung (8.) ganz 
sind. so ist auch jede symmelrische ganze Function ihrer Wurzeln also „jede 
„symmetrische Function der 4(p—1) Gröfsen 


Ar wa WW u 














*) Beiläufig ergiebt sich hieraus, dafs die Norm einer complexen Zahl aus 4len 
Wurzeln der Einheit = 1 (mod. 4) ist; in dem speciellen Falle für 4te Wurzeln der Ein- 
heit ist zwar diese Bemerkung von wenig Belang, aber interessant ist, dafs sich ein 
analoger Schlufs bei complexen Zahlen aus beliebig hohen Wurzeln der Einheit anwen- 
den lälst. 
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a \ . ® . “ 
) bezeichnet wird, eine ganze complexe Zahl,’ 


und da das Product aller Wurzeln dem positiven oder negativen letzten Coöf- 


ficienten gleich ist, je nachdem der Grad der Gleichung eine gerade oder 


„deren Inbegriff durch s( 


ungerade Zahl ist, so hat man namentlich 
ro\# ı 
(9.) ITg( ) — (—1I)P).m, oder 


m 


4 
4 / m Sl —1), sun Tod 
(9 .) ] (( | j*P m) II ( 5 ). 


p) 
wo sich das Multiplicationszeichen 77 auf alle Werthe von r bezieht. Die 


Wichtigkeit der Formel (9'.) besteht darin, dafs sie die einzige ist, durch 
welche man bis jetzt die vwerte Wurzel aus einer complexen Zahl so zu 
sagen rational ausdrücken kann; sie vertritt zum Theil die Stelle der G@aufs:- 
schen Formeln in der complexen Theorie. — Das hier Gesagte gilt übrigens, m 
mag eingliedrig oder zweigliedrig sein, wenn nur primär. 


v. 


Um zu den biquadratischen Resten überzugehen, sei. mit Beibehalten 
der bisherigen Bezeichnungen, »n eine beliebige primäre Primzahl, gleichviel 
ob eingliedrig oder zweigliedrig, n dagegen eine primäre und zweigliedrige 
Primzahl, die von »n verschieden ist; p und g seien respeclive die Normen 
von »n und rn. — Multiplieirt man aller mit 2, so befinden sich die Reste der 
verschiedenen Producte ar theils unter den r, theils unter den ?2r, —r, oder 
— ir; man kann also allgemein setzen 

nr = i“r' (mod. m), 
wo sich die verschiedenen r’, die den verschiedenen r entsprechen, alle unter 
den r befinden, und sämmtlich von einander verschieden sind *), also, wenn 
auch in anderer Ordnung, mit allen # zusammenfallen. Aus der eben geschrie- 
benen Congruenz folgt wegen der complexen Periodicität der Function und 


wegen p(il)=ig/ft): 











% r = zu wi zu m 
Fl. 
m 





*) Weil nicht nr, =-+nr, oder =-+inr, sein kann, ohne dafs r,=-+r, oder 
=-+ir, wäre, welches letztere aber der Constructionsweise unseres Schemas (7.) offen- 
bar widerspricht. 
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mithin erhält man, wenn dieser Werth von 2“ in die Congruenz eingesetzt wird, 


in allen Fällen: 
nrw 
‚ e( m ) 
nr = r. —— -— (mod. n), 


) 


und da alle r’, wenn auch in anderer Ordnung, mit allen x zusammenfallen. 
so kommt durch Multiplication über alle r: 


nu le) = - (r)7 IIg rn 


\ ’ ro . . . 
wo zur Erleichterung des Druckes £ statt ar geschrieben ist. Da nun keine 





(mod. m), 


der Zahlen » durch m theilbar ist, so kann man auf beiden Seiten mit //({r) 
fortdividiren und erhält 
Ho(nt) (nf) 


ap) — 
(10) ar = Mol) 


(mod. 2), 


was auch so geschrieben werden kann: 


F nF (nt) 
10.) [.|= en; ‘ 





h n a 5 . . 
sobald man durch 1] diejenige complerxe Einheit bezeichnet, welcher die 
Potenz =" (mod. »n) congruent ist. 

r . . .. n . 
Zur weitern Behandlung der in (10'.) für [| aufgestellten analyli- 


schen Formel dient das in $. 1. gefundene Resultat, nach welchem 


Fiat) _ Flip] tpW 
A) ItnG[g(t)*]) ° 


weil n als zweigliedrige primäre Primzahl angenommen worden ist; F' und @ 





sind ganze Funclionen von gp(£)* mit ganzen complexen Co£fficienten. Hier- 
nach kommt wegen (10'.) 


a1) [r]-atıtasfe&)]) = arte} 


Die beiden Producte zur Linken und zur Rechten in dieser Formel, in denen | 
sich die Multiplieation auf alle Werthe von r bezieht, lassen sich, wenn man 
die Multiplication ausführt, rein algebraisch nach Potenzen von » ordnen, und 
man sieht, dafs dann jeder Coöfficient dieser Entwickelungen eine symmetrische 


In Na r w\* 
Function der Gröfsen g (2°) „ also nach $. 2. einer ganzen complexen Zahl 
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gleich wird: so dafs man erhält 


4 ö l + an + a; n° 4 Fr u An) nem) =. 
gl 
II (=) +bn--bn’-t....4 ER tee 


m 
wo 4,, 4, etc., d,, db, etc. sämmtlich ganze complexe Zahlen, nämlich sämmt- 
lich symmetrische ganze Functionen der Wurzeln der Gleichung (8.) sind. 
x . 2. r@\T-1 , Be. Ah 
Setzt man hier für //y (>) den Werth [(— 1)" m]? aus (9.) und 


läfst auf beiden Seiten die durch n theilbaren Glieder fort, so steht man am 
Ziele, denn man bekommt: 


ee En Lo), Ig—i 44-1) 
ge (— I), 30V (mod.n), d. h. 
Pr ‚ %pn-1).3 [”] 
je. ae ol ap ).3(9-1) a 
(12.) Lm - gr) inf 








Dies ist das @aufsische Reeciprocitätsgesetz für alle Fälle mit Ausnahme 
des einzigen, wenn beide Zahlen reell (eingliedrig) sind. In diesem letzte- 
ren Falle folgt der Satz unmittelbar ohne Weiteres aus dem Fermatschen Satze: 
denn sind zn und rn beide reelle Primzahlen = 3 (mod. 4), so sind m’ und n’ 
ihre Normen und man hat 


(+ n)D — (tmietdyt | (mod. n), und 


/ BT Fin BER Im m m nn 
(+ n)«(” ) — (tn +) =|1 (mod. m), also [®] == - | 


Um dem Reeiproeitätssatze (12.) die Form zu geben, in welcher @aufs 
ihn dargestellt hat, darf man nur bemerken, dafs für m = ua +-bi, p—= a’ -(-b%, 
1(p—1)= 4(a —1)+ 46’ —= 4(a—1)-+(45)’ wird, und dafs «° als Quadrat 
einer ungeraden Zahl = 1 (mod. 8), mithin 4{«”—1) gerade ist, also 4+{p—1)= 
(4b’=45 (mod.2) wird. Da «bi primär ist, so hat man Jb = 4{a— I) (mod. 2). 
also auch 4(p—1)=}%(a—1) (mod. 2); setzt man ebenso n—c--di, so ist 
auf dieselbe Weise 4(g—1)=4t(c—1) (mod. 2), also kann man in (12.) 
statt L(»p—1).4(g—1) auch 4a —1).4(c—1) schreiben; man erhält so 


n f —1 c—1 m 
"| — (—_ pen. .[®]; 
[4] \ ) nJ’ 


und dies ist die G@aufsische Form des Satzes. 


Zu bemerken ist noch, dafs aus der Verbindung der Formeln (9'.) 
und (10'.) 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXX. Heft 3, 25 


EEE TE 
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II y (7*) —- ] ( .— l Yo-Dyn), 


m 


ITy (=>) vun BP Er, die folgende hervorgeht! 


m - Mm „ im 


4 - ! 
Yı— HI m). 








Ba Fu 9 
 Lm- 


ITy( 


Die erste dieser drei zuletzt geschriebenen Formeln gilt für ein beliebiges pri- 


2 


märes m, die beiden übrigen dagegen nur für Primzahlen m; n ist ganz be- 
liebig, nur nicht durch »2 theilbar; ” durchläuft bei der Multiplication ein Viertel- 


restensysiem (mod. m). 


t. 

Es möchte hier nicht am unrechten Platze sein, eine einfache Methode 
anzugeben, nach welcher man die Coöfficienten in dem Zähler und Nenner der 
Multiplicationsformeln für die Lemniscale berechnen kann. — Die complexe ganze 
Zahl »=» wird hier nur der einzigen Beschränkung unterworfen, primär, d.h. 


= I (mod. ?-;- 22) zu sein. 


Sei 
a) Feyı-ar) und % — my) 
. N N ) . ° ot } \ 5.93 
Mag > Oy my(i—y*) 
welche beiden Gleichungen die Stelle der einzigen —, — "LT yertrelen, 
OX y(l—.r®) 
so Ist 
Br. zP+B,2?"+....+4,2°+mE 








Ku marAttA art... .tB,x+1 ' 
Betrachtet man in der Gleichung 
U—Vy 0, d.h. 
2) »—myar'-Baet— Ay ar... Fme—y—=0 
x als Function von y, so geben die p Wurzeln dieser Gleichung, welche 
wir durch 


(3.) en hie, 


Ä 


bezeichnen, p Functionen von y, welche sämmtlich den Differenzialgleichun- 


sen (1.) genügen. Jede symmetrische Function der Gröfsen z,, x, elc. läfst sich 
durch die Coöfficienten der Gleichung (2.) ausdrücken, und könnte man um- 
oekehrt jede symmetrische Function dieser Gröfsen auf irgend einem Wege 
direct bestimmen, so hätte man auch die Coö@ffieienten der Gleichung (2.), also 


auch die Coöfficienten des Zählers und Nenners A, etc. B, etc. 
i 
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Da in der Gleichung (2.) der Coeflieient von x’! gleich — ıny, der 


von 2” Null ist, so ist die Summe der Gröfsen (3.) = my, die Summe 
ihrer Combinalionen zu zweien —=0, folglich auch die Summe ihrer Quadrale 


— my”; dieses schr bekannte Resultat mag so geschrieben werden 
(4). . 22 = syn: ir, 
indem allgemein durch IF(x) die Summe 
F(r)+KFa)-+....+Fe,) 
bezeichnet wird. 

Durch fortgesetztes Differenziiren der (4.) wird es gelingen, alle sym- 
melrischen Verbindungen der Gröfsen (3.) zu bestimmen; da sich indessen alle 
symmetrischen Verbindungen in die Polenzsummen ausdrücken lassen, so ge- 
nügt es, diese leizteren zu finden; es seien die Polenzsummen der Grölsen (3.) 
durch 8,, S,. 8, etc. bezeichnet, so dafs 

= Ze = Ara -H...+2; 
S,it =1+1+...+1=p. 

In der Trigonometrie besteht eines der wichligsien Prineipien, durch 
welches man zu linearen Ausdrücken gelangt, in der Entwicklung der Po- 
ienzen von Kreisfunctionen nach Sinus oder Cosinus vielfacher Bogen; da 
dieses Hülfsmittel bei den elliptischen Funclionen fehlt, so hat Jacobi in seinen 
Fundamenten ein anderes angegeben, welches sich auf die Möglichkeit gründet. 
die höheren Differenzialquotienten elliplischer Functionen durch die Potenzen 
dieser Funclionen, und umgekehrt die Potenzen durch die Differenzialquolienten 
linear auszudrücken. Wie mancher schöne mathematische Gedanke wegen Mangel 
an analylischen Arbeitskräften unfruchtbar bleibt, so scheint auch dieses Prineip. 
aufser der von Jacobt gemachten Anwendung, nicht weiter benutzt worden 
zu sein. Bei unserem Probleme hier kann das eben erwähnte Hülfsmittel mit 
Erfolg angewandt werden. Differenziiren wir nämlich die Gleichungen (4.) 
umal nach #, so dafs wir erhalten 


de o4xr Freh o"Y A O4 (x?) . o4 (y?) 


>. > on — m —— Dun — MT — 
(.) ot“ ot“? o14 ot“? 








verwandeln für gerade Werthe von « die Dilferenzialquolienten rechts vom 
Gleichheilszeichen in Potenzen von y und setzen dann die Summen links in die 
Formeln ein, welche diePotenzen von x in die Differenzialquotienten von x oder «x, 
also auch die Potenzsummen Ix“ in die Summen von Differenzialquotienten aus- 


drücken. so erhalten wir direct die sämmtlichen Potenzsummen S‘, als Funclio- 
25 * 
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Selzt man sodann y= 0, so bekommt man hieraus die Potenz- 


nen von y. 
summen derjenigen Gröfsen, welche den Zähler der Multiplicationsformel ver- 


schwinden machen. 
In der That, differenziirt man die Gleichung 98 — y(1—.*) einmal. 


nach /, so kommt 





3mal, Smal u. s. w. 
0°x o*’x 
en u. ee , Ni A 25 
er 22, a 1.2. - 242°, 
0% r En 
—— — 72:.(72°— 108’), u.8. w. 


Be 
\ " x = N (x?) j , a 
Ferner erhält man durch Differenziation der Gleichung Tamm Iryli—ı}): 


ee) —_ U-3et5, 





9? (x?) 

— —— Due ‚+ —— 
ot: i Ad ot* 

0®% (x?) Re ‚sie io 8 

—-— — 144(—14+9382°— 357°), us. w. 


1° 
Man kann jede folgende Gleichung aus der vorhergehenden ableiten mit Hülfe 


der Formel 
„a Aber. VE U nA 


oO? w 
—— = Rn . — .. 
ot? ( 0x? 0X 
Die geraden Differenzialquotienten von x, x” nach £ werden also resp. durch 
ungerade, gerade ganze Functionen von x ausgedrückt; die Gleichungen, welche 


dies bewirken, seien der Kürze halber durch (E.) bezeichnet. 





Dieselbe Behandlung der Gleichung I —nyll-y) liefert 


= 12m 427), 








oy — — Im’y 
ot? 2 05 ‚lsidPis 
US IN RER" 
s(y nn. 2, Y t/__ Ivy? yy® 
AYYY .—— ia (1—3y*), BETT — 24 m’(—3y +9y°) 
6 ‚2 . 
an te 144m’ (—1--28y?—35y°), U. 8. w. 





01° 
Diese Gleichungen, welche wir durch (F) bezeichnen, geben die geraden 
Differenzialquotienten von y und y” nach £ durch ungerade, resp. gerade ganze 


Functionen von y, und werden mit Hülfe der Formel 





ade A 0? Y 2,3 0y 
7 Te (1—y ) I: Im’ y dy 


aus einander abgeleitet. 
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Die Gleichungen (E.) lassen sich nach =, x°, u. s. w., x, x", u. s. w. 


auflösen, und geben dann die ungeraden Potenzen von x in die Differenzial- 
quolienten von X, die geraden Potenzen von & in die Differenzialquotienten 
von x” ausgedrückt, nämlich: 











a 0:2 FERN o+ x 
(6) = Im: u = It zn US. W. 
| 0? (x?) o*(x?) 
Br 1 a But x ‚ 
"= 4-15; T=ir | 130 ga > US. W. 





Am bequemsten lassen sich die Gleichungen (@.) nach der Formel 
BB“ BIS u 1 | 0° (ar) 

u—1 (u — 1)(u —2) ot? 
jede aus den beiden vorhergehenden bilden. Diese Formel liefert die Glei- 
chungen (@.) mit der gröfsten Leichtigkeit in beliebiger Menge, denn nach 
ihr darf man nur, um x“ zu bekommen, in dem Ausdrucke für x“? alle 


x“ 




















Differenziations-Exponenten um 2 Einheiten erhöhen und das ya , fache 
dieses so erhaltenen Ausdruckes von dem „_y fachen des une für 
r#”* subtrahiren. 
Setzt man in (@.) für x seine Werthe &,, © .... x, und summirt. 
so erhält man die Gleichungen (H.) 
0?x g ‚ot 
ie == or j Sr — 474,42 ag, US. W 
(H.) 
> us 20 ze) > is 3.3; 2 1 te ‚ 
HL — 3P — EYE) . L m L ..- 130 < Tas ° = 5 Wis 
welche nach der Formel 
w—9 —4 0? 3 ru? 
Sue = —Irı' — 
u—1 (u—1)(u—2)0t? 
aus einander hervorgehen. — Setzt man nun endlich in diesen letzteren (H.) 
nach (5.) für 
„ex „ex . 
Sr, FTEW ge > U.S.w. resp. die Werthe 
2 o* 
my, m. SL, m u.5. w., und für 
2 2 4 2 
Ze, ze), zu, u. Ss. w., resp. die Werthe 
2 2 £3 2 
m’y, m, m 2 ) u. 8. w., so kommt: 
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B o?y ' m o+y" 
a. .) - _——— 1 a . u 1 -_— — 1 ._| PER EB EEE 4 
se’ = NS = —Im EIEH S, = Imy 54 40; 85. W., 
(I.) Nu « n 
m? 0°(y?) en 3m? _..,. m 0°(y?) 
N — I — — N 0 — 2 | N , # 
s - . r . “ > ) - r u. 2; W. © 
. 6 ot: ° | 5 7 F700 De ° ) 


und wenn man hier die Differenzialquolienten von y resp. y* nach (F\) in 
die ungeraden, resp. geraden Polenzen von y umselzt, so erhält man S;, 8,. 
S-. u.s. w. in ungerade, S,. S,, S;. u.s. w. in gerade ganze Functionen 
von y ausgedrückt, z.B. 

Ss, = my, 8 —= 4Kp—m’)—+mty*, u s. w. 

Nachdem wir so die Natur der Potenzsummen 8‘, erkannt haben, näm- 
lich. dafs sie ganze Funclionen von y sind, die auf den uten Grad steigen. 
und nur ungerade oder nur gerade Potenzen von y enthalten, je nachdem « 
ungerade oder gerade ist, wollen wir eine Recursionsformel aufstellen, nach 
der man unmittelbar jede Potenzsumme aus den frühern berechnen kann. — 
Da 8, eine ganze Funclion von y vom uten Grade ist, so erhält man durch 
„weimalige Differenziation nach £ 























0°: 98, 0? S, ( oYy ) ı 09,0? Y n? ( Bid ) 0? 5, Ymy OS, 
—— Seele 2 me Free 57 — —Y ) ——— — m Y. ——,. 
ot? ey: ol I; ot: x oy? J oy 
Üx “ 0? $, » ” . 
wo —-—- und ——,- ebenfalls ganze Funclionen von y vom #— Iten resp. 
ey 0) F : 
2 1 0? $, ,„ 0? (x) 
«— ten Grade sind. Von der andern Seite ist auch = = —2 un e 
C C 2 
abeı 
0° (x) \ ‚(0x0\° 0?x 
— —— — ul[u—]1) ar ( ) I ur. - 
ot 2 1 \ 1 u fe) !: 
— u(lu— rl 4 x*) . u zu+? 
— u(u—l)at”— u(u+1)x“t, also 
Br Su BERN I 1) I ] 1 S r 
0 f2 — u * / u—2 u: u rw ) A ur?» 
9° Su . . . . 0 
dieser Werth von —;- mit dem vorhin erhaltenen verglichen, liefert 
0?S 2 os 
u: BETT 203, _ EEE _ ei A“. 4 f | \ Cr x 
nl —Y”) or: 2m’) ur u(u 1)S,-: u(u-1) S, Ir 





*) Die rechten Seiten dieser Gleichungen (].) sind genau ebense formirt, wie die 
der Gleichungen (H.) und gehen unmittelbar aus letzteren hervor, wenn man die Summen- 
zeichen 2 rechts fortläfst und statt x überall rechts my statt x?, m?y? schreibt. 
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), S ME did . ie I)ı> d u we u 
RETTET Ft y EU Pe 


Dies ist vo verlangte Recursionsformel. nach a man aus 8 nt SS 


a 7 he 





sogleich S8,, ableiten kann. Da schon S, — pP, Sı =my, 8, — m’y, S, — m’y’ 
gefunden worden ist, so leitet man hiernach die folgenden Potenzsummen ab: 




















I, = 8,7 24 2a BR 
“ 2.3 oy . r ey? 
basic — 21-377) = Yp—mt) -m'y*. 
.u- 5 n 5.5 
Ss, : Bias elans roh ry, 
‘7, 2 «‘ 6 
39m? —3m® . 6 
Ss. — k -y"--m’y", u.s. w. z.B. noch 
2353» p—2S3m!--3m°®, „, 
I, = nc ——— 3 tm — mi)y?—-m"y“ 
3:97 
> im?’ — Im! 2m! „, Slm® — m!® h 
S, BE d r + „2 + : ) y- mn, 
15 2) j 
u. Ss. w. f. 


Betrachtet man das Bildungsgesetz dieser Ausdrücke, so wird man leicht die 
Richtigkeit der folgenden Bemerkungen einsehen. Die Coöffieienten der ver- 
schiedenen Potenzen von y in S, sind ganze Functionen von mn, so dafs sich 
S, als eine ganze Function der beiden Gröfsen m und y betrachten läfst, 
und zwar kommen nur diejenigen Potenzen sowohl von m als von y vor, 
deren Exponenten = u (mod. 4); die Norm p erscheint nur. wenn « dureh 
theilbar ist. und zwar kommt sie dann nur linear und weder in »x noch 

y multiplieirt vor; der Coöfficient von p in 8, ist 

1-5- 9-13 ---- (4u—3) 

3.7-11:15::--(4u—1) ’ 





und der von m’y” in Syn: 1 ist 


der Coöffieient von y“ in 8, ist = m“, der von y““, a a .„ der 

von y“® ebenfalls in $,, | 

ee ER 
24:25 

Man kann, wie schon oben bemerkt, die Potenzsummen 8, statt nach 


Potenzen von y auch nach den Differenzialquotienten von y resp. y’ ordnen. 


U. Ss. W. 





A ET EE 
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Bei dieser zweiten Darstellung, welche die einfachere ist, geschieht die suc- 
cessive Bildung nach der Formel 








De u—3 S A m? 0? Su-2 

I u—1 #0 (m—l)a—2) dur ? 
wo ou=möl geselzt worden ist, so dafs also die Differenzialquolienten von 
y nach « aus der Gleichung re — y(1—y*) abzuleiten sind: dieselben er- 


geben sich demnach, was zu bemerken ist, aus den Differenzialquotienten von 
x nach /, wenn man in diesen letzteren nach geschehener Differenziation y an 
die Stelle von x setzt, also aus (E.), wenn man dort rechts y statt x schreibt. 


Man erhält hiernach 





‚o?(x?) o!x 
a - Ze We 
j aha .O+ (x?) 
See re, 


ot: 
wo nach geschehener Differenziation überall y stalt x zu schreiben ist. Da 
die numerischen Co@ffieienten in diesen Ausdrücken genau dieselben sind, wie 
in (@.). so erhalten wir hieraus folgenden allgemeinen Satz: 


V 
ergiebt sich, wenn man x“ in die Differenzialquotienten von x oder x’ 
nach / ausdrückt *), sodann die conslanten Glieder mit p, die Akten Dif- 
‘+! und die kten Differenzialquotienten 


„Die Summe der uten Potenzen S,, der Wurzeln der Gleichung y — 


lferenzialquolientien von x mit m 
von x° mit »u°*° multiplieirt, endlich nach geschehener Differenziation y 
an die Stelle von x setzt.” 
Das Gesetz der Coöfficienten in der Entwickelung von x“ ist von Jacobi 
(Fundamenta nova pag. 126 seq.) angegeben worden; er zeigt, dafs dieselben 


aus der Entwickelung der Potenzen von ? nach Potenzen von & hervorgehen. 


X 
1—.ır*) 





"x 
also in unserem Falle aus der Entwickelung der Potenzen von / 7 
0 


Bei dieser Gelegenheit will ich einen Druckfehler in den betreffenden Formeln 
zur Verbesserung anzeigen: in „Fundamenta nova etc.” auf Seite 126 ist 
statt der Constante in der 15ten Zeile zu lesen: 





U) | u U@n—2) 
ua (#) | (6) PP u 
(RO, pp + RO +: + Ip) 
| Ox Ä 
*) wo . durch die Gleichung — = y(1—.r*) gegeben ist. 


© 
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oder was nach der dortigen Bezeichnung dasselbe ist: 
— (R®,. R® Ss”, | S- 
sat 5.6 Ted Fe 
dort sind die Factoren R/?,, R(),, u. s. w. fortgelassen. Diese Constante 
redueirt sich übrigens für die Lemniscate auf ein einziges Glied und wird, 


wie schon bemerkt, —=0 oder — er „ach 1] nd 
3.7-11---(4e—1) 


Formeln auf die schnellste Weise zu erhalten, setze man in die alleemeine 








Um die erwähnten 


Gleichung 





() = und 


o 
BIT? Fra 4 
ot? 0x? og OxX 


n 


! . 
zuerst y== —;; man erhält dann: 








»(&) 
je  - 2 ge” The het, VOR Ta ” 
0x? 270: N. 


ti? 
(n—2)! 





Diese Gleichung werde mal auf beiden Seiten nach x differenziirt, und nach 
seschehener Differenziation 2 ==0 gesetzt, wobei zu bemerken, dafs die Dif- 
ferenzialquotienten von 1—x* mit Ausnahme des Oten und 4ten und die von 
x?’ mit Ausnahme des dritten verschwinden. Man erhält: 


12 ) 1” fr t” 
Ju — out? ( ) Nu—2 ( ) ) Au (2, 


u!ldr“ milder?  (m—Hldr (m—ä)l drum’ 


e (5 ) gi (7 = . ar 


Be N a U Dar 




















oder: 











für e=0. Sodann nehme man in obiger Formel w= x“, so dafs 








2 gu 
(Y.) an —= — u(u+1)er?+ulu —1)cr”. 
Setzt man nun endlich 
"x 
“ — (— Ju ZPW_- 
X ( 1) Eu n dt” ? oder 
2 = (1 ZPRTL Const., 
R=U 
je nachdem « ungerade oder gerade ist, so erhält man nach (y.) 
UT PI, = —ulu+1)(— 1 Per Lulu — 1) (— 1? Pu» 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 3. 26 
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resp. 
(Ye PO, = — ulut+1)(— 1)“ Pet? Lu(u—1)(— 1er Pu, 
also in beiden Fällen 


(d.) PX, = u(u-+1)PUH — u(u— 1) PA. 


Dieser Recursionsgleichung genügt nach (/.) 








tt "+? 
(tt) 1 (g:355) 
(n+1)! er 
4) - Bin. y 
OU u G_Nlam? oder = ng (für 2=0), 
und da dieser Werth stimmt, wenn man «= I, u=2, 3 und 4 setzt, wäl- 


rend n allgemein bleibt *), so gilt er auch für alle Werthe von u und n, 
und man erhält: 


8) —= (—1)jWDE | 0". ee) 








ni (#—1) Imn+1)! ot" og x—0 
oder j 
= & 1 oO" (x?) o4 (1{"+2) 
— (12 5 ( | ” 
IE Tan ar), ri: 


je nachdem «u ungerade oder gerade ist; übrigens ist C=0 oder CE — 
1-39 au; : 
741. ey? 38 nachdem «u =? oder =0 (mod. 4) ist. Zu bemerken 
„..r ’ an 
ist. dafs in diesen Formeln (8.) diejenigen Coöfficienten von selbst verschwin- 
den, für welche nicht a1 resp. na+?== u (mod. 4) ist. 

Für die wuten Potenzsummen ergiebt sich nun hieraus durch Anwen- 
dung des oben aufgestellten allgemeinen Satzes: 


F to 04 (1”+o) 0" (y° 
9) ./S, = Ft = (— Ind F n x Ber 
2.) - + no a —1)!(n+o)! ox“ ou" | 





-Cp, 


wo o=1 oder=?, je nachdem « ungerade oder gerade ist, = I — — Y(1l—y*). 





Ay 3 
Ü —0O für ve 1,2, 3 (mod.4), dagegen (= . UI) gu 


> 
3-7 +11 ++. (u —1) 
(mod. 4), und wo nach geschehener Differenziation rechts £ — 0 geselzt wer- 
den mufs. — Man kann auch noch die Summen der negativen Potenzen Ir” 


1 . k 
erhalten, wenn man —, stalt y schreibt, denn da y in z übergeht, wenn R. 
y vr 





a ————— 


*) denn für «=|1, = 2 erhält man nach den Werthen von n auf beiden Seiten 
der Formel 1, 0, 0, 0, ete.; für «=3 kommt 0, 0, #, 0, 0,...., und für u=4}: 
1,0, 5009 .. 
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statt z gesetzt wird, so erhält man Ir“ aus dem Werthe von Ir“, wenn 


1 
man in letzterem — statt y setzt. — Aus den allgemeinen Potenzsummen 9, 
y | 
welche noch das variable y enthalten, ergeben sich speciell die Potenzsummen 
des Zählers der Multiplicationsformel ÜU=0, welche wir durch 8/ bezeichnen. 


wenn man y==0 selzt; wird aber y=0 gesetzt, so kann man in (9.) statt 


y) - 0" (a) a 1 . “ . 
- Real auch = schreiben, wenn nur dann nach geschehener Differenziation 


2 ==() gesetzt wird. Ss‘ verschwindet immer, wenn «=1, ?, oder 3 (mod. #) 
ist; dagegen für die durch # theilbaren Werthe von ı erhält man: 








u. m"+? 94 (1”"+?) Q" (x?) ne 
a er — 10) 


1, 14-5-9....(u —3) . 
ri... 





Es verschwinden in der Summe alle diejenigen Glieder, für welche nicht n = 


> 


(mod. 4) ist, so dafs nur diejenigen Potenzen von »r bleiben, deren Expo- 
nenten durch 4 theilbar sind; man kann also auch selzen: 
nu m*” or (1*") 0" -?(r?) 


2 EERER —zı e® 
CME) nn an): ae 








8-7 le — 1) 


Es ist zugleich 4 u statt u geschrieben worden, weil es sich nur um die durch 
4 theilbaren Werthe von wu handelt. Diese Formeln (10.) oder (10'.) geben 
die von Null verschiedenen Potenzsummen der Wurzeln der Gleichung 


a!" 1Bar”+B ao" +....+A"tm—=0, 


und wenn man S/,—4-T, setzt, so stellt offenbar T', die Summe der uten 
Potenzen der folgenden Gleichung dar: 


Zar L Bar’... +Az tm = 0, 


welche aus der obigen durch die Substitution &° —= 2 hervorgeht; diese Potenz- 
summen der Wurzeln der Gleichung in x sind übrigens 


T, nn — +8, = 29 a 


m 


wo r in der Summe ein Viertelrestensystem (mod. m) repräsenlirt; hiernach 
findet man: 


26 * 
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zp(7*) BT T, u p—m! 





m 12 
ne 1-5 
> == == 4. AR 4+| 1, 
Sy ( —) — 7, u 370 Iw +1 m, 
. 1? Bd 4 8 12 
u A 1-5-9 11m 3m m 
Ey(! n == T;; = I DU, Ge | 
m 37-11 34-25 ! 2.7.20 2-3-11-25 


u. Ss. W. 
Aus den Potenzsummen T',, T,, u. s. w. kann man nun die Coöfficienten B,, 
B,, u. s. w. berechnen, und zwar nach den von Newton gegebenen Formeln 








B, — TOR 2B.= 77 T,—B, T,, 3sB — MT T,—B, 7n—B,T e | 
AB.: -— TB, T,—- BT,— B,T,, U. S. W. 
Hiernach findet man z.B. 

-»p-m4 

B 13 e 
> pP a 9 un (ZE a) — 
B 3 arm tz) 535 | 

l 


u ale — 70m!p +35 p*-+-336 m! — 300p), u. Ss. w. 


56- 1Sst 


Auf eine ähnliche Weise findet man die Coäfficienten A,, A,, u. s. w.: 


u. m, 4 = | \ | 
4, = TER —)P75 


A, = ———— (— m’ 14m!p- 35p° — 84m — 384p 1420), u. S. W. 


26» ISO: 


Selzt man, was erlaubt ist, 


B, = «,+Pß,m’-+ym’+....-+2,mer 


so erhält man aus der Verbindung von a3 mit den Newifonschen Formeln z. B. 


ag 1-5 (4u—3) , 1: tea 1-5 ] 
PA & u. F re (40 —1) a ut: + 137 kun: rs %usı ’ 


u. s. w. für $,, Yu ete. ähnliche en 








dd 


Wir stellen noch die folgenden Bemerkungen über die Coöfficienten des 
Zählers und Nenners der Multiplicationsformeln für die Lemniscate zusammen: 

“«) Der allgemeine Coöffieient 3, des Nenners ist als eine ganze 
Funelion der beiden Variabeln »n* und p von der uten Ordnung anzusehen, 
in welcher das constante Glied fehlt; der allgemeine Coöflicient A, des Zählers 
ist gleich dem fachen einer ganzen Function wter Ordnung der beiden Va- 
viabeln »n* und p; die Coöffieienten der Potenzen und Producte von mn’ und p 
in diesen ganzen Functionen sind rein numerisch, reell, und hängen: weder 


von ma noch von p ab, ihr Gesetz bleibt noch unbekannt und kann auch auf | 
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einem Wege, wie der hier eingeschlagene, schwerlich gefunden werden; man 
könnte zwar die Werthe von 7,—=+%8;, nach (10'.) in die independenten 
Ausdrücke der Coöfficienten durch die Potenzsummen 
Ham zügpern. TFT! -... 

. 12.2.3» al B!ly!- 

[conditione a = a 
einsetzen, aber ein so erhaltenes Gesetz der Coöffieienten würde ihre Natur 
mehr verhüllen als entdecken. 

b) Obgleich in den Coöfficienten die Norm p bis auf den uten Grad 
steigt, so enthalten die aus ihnen gebildeten Potenzsummen der Wurzeln doch 
p nur Znear und auch nicht in Polenzen von m multiplieirt. 





B 


c) Die Coöfficienten brechen, vermöge ihrer Form, von selbst ab, 
sobald « gröfser als 4(p—1) ist. Nach dieser Bemerkung in Verbindung 
mit 5) kann man unabhängig von den vorhergehenden Betrachtungen und von 
der Kenntnifs der Potenzsummen eine beliebige Anzahl Coöfficienten berechnen, 
indem man die in ihnen vorkommenden numerischen Coöfficienten als Unbe- 
kannte einführen und so viele Gleichungen bilden kann, als Unbekannte vorhan- 
den sind. B,= 7! (m’—p) und An (— m’ — 5p--b) z.B. verschwin- 


den für m —=1, und werden BJ, = —I+%, A,=!1 für m—= —1+?2;, 
p=5; hieraus allein schon hätten diese beiden Coöfficienten gefunden werden 
können; denn setzte man B,—=«am’--Ap, AA=m(ym’--dp-e), so erhält 


man die fünf Gleichungen 
ea +B=0, (1a +5 P= —1-+Ni, 
y+dt:e=0, (14274514 )d)+(—1+mM)e—=1, 

(—1— 227 45(—- 1-29) 4+(—-1—-)e—1, 
wodurch die 5 Unbekannten «, P, y, Öd, e vollkommen bestimmt sind. Bei 
späteren Coöfficienten mufs man, um eine hinreichende Anzahl Gleichungen zu 
erhalten, wie schon bemerkt, noch die Eigenschaft 5) hinzunehmen. Auch 
bedient man sich hierbei mit Vortheil der Beziehung zwischen den Coöfficien- 
ten des Zählers und Nenners ($. 1.). 

d) Wie oben bewiesen, sind für eine zweigliedrige Primzahl m die 
Werthe von A, und B, durch n theilbar. 





e) In B, ist der Coöfficient von p, — 


pr 
u!ı12“? 


4 1-5- R: . (4u— 3) 
FR eg der Coöf- 
zo ga 


—1 
der von pP’, 14 (u— u—2)! 1 9u—t' 


ficient von p, = 
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f) Wenn man in den Coöflicienten statt p eine beliebige Gröfse selzi. 
so bleibt die Multiplicationsformel immer noch richtig; Zähler und Nenner brechen 
aber nur dann ab, wenn 9 die Norm von an ist. 

Ich gebe diesen Versuch, so unvollkommen er auch sein mag, da bei der 
orofsen Schwierigkeit des Gegenstandes jeder Beitrag von Interesse sein kann. 

Eine brauchbare Formel erhält man noch, wenn man die (9.) auf bei- 
den Seiten nach # differenzürt: 








een Pr — 1)14—0) (mrto+Hl O4 (1”+e) ort ‚o) 
11) Zlatt.ya—ar) = - zir u 
( 1 ) (a y(l LI J u! N Oxa y aut! 
v. 


Die Methode des vorigen Paragraphen zur Bestimmung der symmetri- 
schen Functionen der Wurzeln solcher Gleichungen, welche einer gegebenen 
Differenzialgleichung genügen, erstreckt sich viel weiter, als wir es hier gezeigt 
haben; sie läfst sich auf mehrere Probleme über elliptische Functionen und 
noch auf mannigfaltige andere Formen von Integralen algebraischer Functio- 
nen anwenden. Hier wollen wir nur noch in aller Kürze mit ihrer Hülfe die 
symmetrischen Verbindungen der Wurzeln derjenigen Gleichungen bestimmen, | 
welche bei der Transformation elliptischer Functionen mit beliebigen Moduln 
vorkommen *). 





D p) 0°. y & 
J. Wenn = — Y((1—a’) 1! —k’r°)), also EIEu ra = — (I+-A)e +, | 
hat man die allgemeine Gleichung 
2 7? u fol „ 
1 Ge Saure tet Ute, 





wo w irgend eine Funelion von x oder von £ ist. Setzt man hier zuerst 
v— x“, sodann W—*, so erhält man: 











(2.) Tal — u u. L)ax“t? wol; u Bar u (u — [)2#2, 
‘ / \zıh—? o:(1 2 Ö r 
3) kan = FO Berta) + I Brt 2a), 


wo der Kürze halber =c«, 1-A’= ß gesetzt worden ist. Differenziirt 
man die letztere Gleichung (3.) umal nach x und setzt nach geschehener Dif- 
ferenzialion 2==0, so kommt 





%) Man vergleiche auch besonders die ‚‚Notices sur les fonct. ellipt.” von Jacobi 
im 3ten und 4ten Bande des Örelle’schen Journals. 
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04 (17?) . ot 2 (tr) 3 4 ( (t*) | 47? (1*) 
h(h—1) u!ort TUR u!ox4tr? in (u—: Y)lora | un Ip or u—} ( 0) 
E == 
9“ (t") c& ar) 








) 
en en = = 
j (u—l)!or“ (0 FT: or“ 


oder, wenn man reducirt, 





ee =“ 








u(u- | rl A = a ED. 
a ran Fre WAAFSEIIErTZEE 
th 

J on (7) 
wird also Par Fr — Ri") gesetzt für 2—0, so hat man 


(4 .) Ri, = u (u + 1) Ru +? — u Bi = u (u PR ) ü u-2. 


II. Vermöge (2.) kann die folgende Entwickelung angenommen werden: 








Ku— 0* (2°) 
PENEN oO) pl — = Pi 3 
Ina an Gonst., 
wo o—= 1 oder = ?, je nachdem « ungerade oder gerade ist; z. B. für 
u=list er, also P’—1 für A=V und = für R>0; für u— ) 
ist 2a, also P?=1 für A=0O und —=0 für A>0; für u—3 ist 
3 ww ! ®r . (3 . . . . 
aa —t4ßr+ TER, also nimmt PP? für die aufeinanderfolgenden Werthe 
von A die Werthe an: 42,0, 4, 0, 0, O0, u. 8. w.; für «—4 wird 
r 0? (x?) 
ax — sr 24 — 3 


also sind die Werthe von P$® die folgenden: 2, 0, 4, 0, 0, O, u. s. w. 
Setzt man die obige Entwickelung in die Gleichung (2.), so kommt 

5.) Pa = ulu+ 1) Pr? — WB PP -—- ulu — 1)a Pi”. 
Nach (4'.) genügt dieser Relation: 

6) PP — Ri, 

und wenn diese Übereinstimmung für 4 Anfangswerthe von u, während % all- 
gemein bleibt, nachgewiesen werden kann, so mufs sie allgemein stattfinden, weil 
P“*® genau ebenso aus den P mit den oberen Indices « und «— 2 berechne! 
wird, wie R@+9 aus den R mit den oberen Indices « und u—?. Diese 
Übereinstimmung findet in der That für «—1, 2, 3, 4 Statt, denn Rf},. R%®,. 
R{),. Ri), nehmen für == 0, 1, 2, 3, .... in inf. die Werthe an resp.: 


Ri: > 
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Ri}, — I)”, 0, 0.0 . 
Bi, er 00,008 : 
Ba. = BED, 40, DO 0 
Ri: = 3P, 0, &5 9 0, “> 


und diese Werthe stimmen genau mit den obigen Anfangswerthen von Fi" 
für «—=1,2, 3 und 4; also findet (6.) allgemein Statt. Wir erhalten demnach: 
(7) Kuga — ERW,- = Com, 


hzV 
Wo 





1 Or (t"+o) 
BE , u 
Be = (h+0)!(u— ( Or hai 


Die Constante wird aus dem besondern Falle «—=0, = 0 bestimmt; man 
lindet 


oO" (x°) 
4 (u) 
Consi. — ZRN, (or), 


III. Für jede ungerade Zahl n lassen sich, wie durch Jacob: und 

Abel bekannt, mehrere Werthe von A und zugehörige von N angeben, so dafs 
— NyU-yld-Ryp)= N, ou = Miöt 
wird, während y eine gebrochene rationale Function von x ist, die mit = zu- 
gleich verschwindet, und deren Zähler und Nenner auf den nten resp. na—Iten 
Grad steigen. Es sei 

i U h a"+Bat”-B,0" +... 

yY= 977 Meta tar...’ 
dafs y diese Form annehmen mufs, ergiebt sich unmittelbar durch Einsetzen 
in die Differenzialgleichung und ist von Jacob? an mehreren Orten bemerkt 
worden. Die Wurzeln der Gleichung 


U—-Vy=0, d.h. 


OY 





ol 





‚n 





NA 2 
7 Y E gr -1- Br” — etc. =— 0 
Lv 


seien durch 
Tıs T3, T;, . un LT,» 
und die Summe 


F(2)+ F(©,)+F(2;)+....+FXx,) durch £F'(«) 


bezeichnet. Die Summe der Gröfsen 2,, X%, 23, .... z, ist -y, die 


Summe ihrer Combinationen zu je zweien =D, also die Summe ihrer Quadrate 
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ua 





”—2B. Hieraus gehen zwei Gleichungen hervor, die sich in die 





FR. folgende zusammenziehen lassen: 





« & 
(8.) er 
x 
wo o==1 und =? zu nehmen, lu 3 nach diesen beiden Fällen ce resp. 
—0 oder —=?B zu setzen ist. Die Gleichung (8.) differenziire man auf bei- 


r 


den Seiten mal nach 7, wobei zu bemerken, dafs 0 w“ — N’"öt", so kommt: 


oh (2°) N +0 0 or (y°) 
—_ m — [2 
©.) Re" he ke out ° 


x 


für Aa=0 tritt die Gleichung (8.) an die Stelle von (9.) 


IV. Werden jetzt in (7.) für x nach der Reihe die Werthe x,. .. 
Kann... 2, gesetzt, dieselben summirt, und endlich für 








die Werthe aus (8.) und (9.) eingesetzt, so kommt: 


h=zu-o Nh+o 20 gı (y 0) h=zu-o dt (2°) 
U=O Be 4) (u) Riu). 
10) Kuzer— 2 MN —n = Ra, (a) —eRY, 


o ist, wie schon bemerkt, —1 oder =?, je nachdem « ungerade oder gerade 
die Bedeutung der Coöfficienten A/#), ist oben angegeben, und x, y rechts 
werden in 2 resp. % bestimmt durch die Differenzialgleichungen: 





rn 


5 = /u—ar)(t Ra) und 2 = (H-YU—KY). 


Ih (2,0 
. . . . © ( ) ° 
Da man nach der leizieren die vorkommenden Differenzialquotienten . in 
U 


Potenzen von y umselzen kann, so giebt die Formel (10.) die «ten Potenz- 
summen der Wurzeln der Gleichung U— Vy==0 vollständig in ganzen Func- 
tionen von y ausgedrückt. Aus den Potenzsummen kann man alle anderen 
symmetrischen Verbindungen dieser Wurzeln ableiten; man kann also nament- 
lich die Coöefficienten des Zählers und Nenners U und V der Transformations- 
formel sämmtlich finden, und zwar mit Hülfe der vier Gröfsen 
k, 4, N und B. 
Dieses letztere schwierige Problem ist zuerst von Jacob? auf einem ganz anderen 
Wege gelöset worden ( Band 4.). 
Für den Fall der Multiplication ist n° statt n zu selzen; ferner ist N —= n, 

.—k und B==0, also werden dann die symmetrischen Functionen blofs in 
n und % ohne Hülfe anderer Gröfsen ausgedrückt. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 3. 27 
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Mit Hülfe des Satzes von Lagrange über die Umkehrung der Reihen 
kann man der Gleichung (10.) mehrere andere Formen geben. 

V. Wenn n eine Primzahl ist, so kann man in (9.) statt 4 seine n--I 
Werthe und statt N die zugehörigen Werthe setzen. Summirt man dann links 
und rechts alle diese Werthe von 4 und N, so bekommt man links die ana- 
loge Reihe für die Multiplieation, die sich wiederum unmittelbar nach (9.) 
finden läfst. wenn man A=—=%k, N=—n selzt. Wird nun ferner = 0 und 
u 0) genommen, so hat man links blofse Funclionen von A, während rechts 
symmetrische Verbindungen der Gröfsen 4 und N stehen. Man kann also auf 
diese Art unendlich viele symmetrische Verbindungen der transformirten Moduln 
und der zugehörigen Multiplicatoren in % ausdrücken. Die Coöfficienten der 
Modulargleichung erhält man aber daraus nicht, weil es sehr schwierig ist. 
die Werthe der N von denen der 4 zu trennen. 

Dagegen kann man aus den Newtonschen Formeln alle Coöfficienten 
eliminiren und eine beliebige Anzahl Gleichungen bilden, welche blofs Potenz- 
summen und keine Coöfficienlen mehr enthalten. Gesetzt man habe v solcher 
Gleichungen gebildet, wo 7 >53 genommen werden muls. Man setze nun in 
diese » Gleichungen die Werthe der Potenzsummen der Wurzeln der Gleichung 
U—0 ein, welche aus (10.) hervorgehen, wenn man dort rechts nach 
veschehener Differenzialion » = OD setzt. Die » Gleichungen enthalten dann 
aufser % noch die drei Gröfsen 4. N und 3. Eliminirt man zwischen ihnen 
N und B, so ist der gröfste gemeinschaftliche Theiler der hieraus hervor- 
sehenden v» — ?Gleichungen die Modulargleichung; der gröfste gemeinschaft- 
liche Theiler der aus der Elimination von A und BD hervorgehenden v — ? 
Gleichungen ist die Gleichung zwischen N und A, und der gröfste gemein- 
schaftliche Theiler derjenigen, welche durch die Elimination von # und N ent- 
stehen. ist eine Gleichung zwischen 3 und %. 

Wir gestehen, dafs diese Melhode, die Modulargleichung zu finden, 
allerdings noch einer bedeutenden Ausbildung bedarf. wenn sie nicht für ein 


En 


\ 


allgemeines n illusorisch werden soll. 
Im October 1845. 
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11. Neuer Beweis der Summationsformeln. 


D: Beweise der Summalionsformeln für die elliptischen Functionen müssen 
immer heuristischer Art sein, indem bei Formeln, deren Richtigkeit man a poste- 
riori durch unmittelbare Substitution zu prüfen vermag, von einer Verification nicht 
die Rede sein kann. Durch diese ihre heuristische Natur haben jene Beweise 
den Vorzug, dafs sie die Wissenschaft mit Methoden bereichern, welche auch 
über den augenblicklichen Zweck hinaus yon Nutzen sein können. Obgleich 
daher durch die längst von anderen Mathematikern gegebenen Beweise der 
hier in Rede stehende Gegenstand als vollständig erledigt betrachtet werden 
kann, so möchte doch die folgende neue Behandlung desselben. in Rücksicht 
auf die Methode, nicht als ganz überflüssig erscheinen. 

Die Summationsformeln für die Sinus lassen sich auf folgende Weise 
ableiten. Wenn man «= sin? als diejenige Function von / definirt, welche 
mit 2 zugleich verschwindet und der Differenzialgleichung =. — yl—ı?) 
genügt. so hat man 


o?xr o?r / u 
FrIE == —T, z ge — vi-r), u. Ss. W., 





c13 

so dafs die geraden Differenzialquotienten von «x nach 4, —= +, die ungeraden 
—=+ty(t- 2°) sind. ‚Da nun nach dem. Taylorschen Salze, wenn y== sinu 
gesetzt wird, sin//-+wu) einer Reihe von XL Form gleich ist: 


“BR 


y : 0? ni ä ' Oo 37 
-- 77 + ‘> 
ou 3,’ 











ay--ß - + elc,, 


i 


wo die Coöfficienten blofs von £ abkinnien. so eo man hier alle Glieder mit 
geraden Differenzialquotienten von y nach # in ein Glied von der Form Ay, und 
alle Glieder mit ungeraden Differenzialquolienten in ein Glied von der Form 
By(1—y’) zusammenziehen, und man erhält: 

sin(/+u) = Ay-+ By(1—y‘). 
wo A und B nur von £2 abhängen. Differenziirt man diese Gleichung auf 
beiden Seiten nach uw, so kommt 





osin(t+) Av! N Br 
Er 
und setzt man endlich, um A und B zu bestimmen, in diesen beiden Glei- 
chungen «—0, wobei zu bemerken, dafs für e—=0: y—=0, Yıl—y’)=1. 
27 * 
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sin (£+u) = sint—= x, et m = — y(i—x’) wird, so ergiebt sich 
B— x und A=y(l—x’”), also hat man schliefslich 
sin(£+u) = zy(l—y’)+yy(l—#’), 
wenn 2 — sin, y—= sin ist. 
Eine ähnliche Methode soll in den folgenden Zeilen auf die elliptischen 
Functionen angewandt werden. 





Wir definiren die ellipliische Function z=g(?), welche mit # zugleich 
verschwindet, durch die Differenzialgleichnng 


1) = Ar = Vila Lat); 


ol 
’ 2 j . r na.de . 1 
diese Form geht sogleich in die gewöhnliche über, wenn man « —=k+ % 
= . 2 
nimmt und zy%, resp. {yk, an die Stelle von = resp. £ selzt. — Die 


(Gleichung (1.) nach # differenzürt, giebt: 
En oA“) m 
oe. 





— a2 22. 


Es sei F' irgend eine Funclion von 2, so ist 











o°:F Fern nz =, ‚ı OF 0°?x dh 
er zu ( TEE Br 
2) SE ur ri 
(2.) 51: — (l—ar- 2°) 5: r(—ar- 22). 


Wenn F eine ganze Function von & ist, so zeigt diese Formel (2.), dafs 
o’F : : ' ; 
18 ebenfalls eine ganze Function von = sein wird, deren Grad um 2Ein- 
; 


heiten höher ist, als der von F'; und zwar wird diese neue ganze Function 





a i 
5a eine ganze Function 
von x, also auch jeder gerade Differenzialquotient von x nach f einer gan- 


mit #' zugleich gerade oder ungerade sein. Nun ist 


zen Function von x gleich, und zwar wird dieselbe nur ungerade Potenzen 
von z enthalten; jeder ungerade Differenzialquotient von x nach £ ist dage- 
ven gleich einem Producte aus einer ganzen und geraden Function von x 


4I(&). Natürlich gelten dieselben Beziehungen zwischen y und #, wenn 

.  Oky Orutl, / 
s(u) —=y gesetzt wird, so dafs Hui > 4 Dur Q4J'y), wo P eine 
ungerade, Q eine gerade ganze Function von y 


Man kann nach dem Taylorschen Satze re rg annehmen 





- etc. . 





Oy 7 
olt+u) —= +ß 
PeTW) I I; Yacı z .(4 


a 
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deren Coefficienten nur von £ d. h. von z abhängen. Zufolge des so eben 
über die Differenzialquotienten von y nach % Bemerkten läfst sich dieser Ent- 
wickelung die Form geben: 
plt+u) = U+VAly). 
U und V sind Reihen, welche nach ganzen Potenzen von y fortlaufen, U ent- 
hält nur ungerade, V nur gerade Potenzen von y. Offenbar ist dann auch 
plt—u) = — U+VA(y), also 
p(lt-+-u)-+yp(t—u = 2V Ay). 
Es sei der Kürze halber p(#-+-w)-+g(t—u)—=2W, so kann man selzen: 


3) W="zO,y"Ay) 


uU 


Hieraus folgt, wenn man auf beiden Seiten nach « differenziirt 

oW a A j 

zu Fu tlt—ey’+yYY)+y(—ey+?Y) 

Z2u Ü, ya (2, u 4 1) Dur. U Rere -: 4,75, ua 
— I{(?u +9 C,n— (ut Neal, +?uCa}yrt. 

Wird noch einmal nach % differenziirt, so kommt 
7? W } 
ea — Z{(u+1) ut?) CO, — (ut N?eC, + Yu Au) GC, }y” Ay) 


Von der andern Seite ist offenbar 








\ 


m rn 
Die Vergleichung dieser beiden für er erhaltenen Reihen liefert die Re- 
cursionsformel 
4) Qu DQu+ Yu = Qu Del, — 2ulut+ DOt Fr 


Nach dieser Formel kann der zweite Coöfficient der Reihe W aus dem ersten 
und jeder folgende aus den beiden vorhergehenden berechnet werden. Um 
den ersten Coöfficienten C, zu finden, setze man «==0; dann verschwinden 
alle Glieder der Reihe für W bis auf das erste, /(y) wird = 1 und W — 
I(yO-+Y(E) = w, also erhält man 





C, =. 
Wird nun endlich in (2.) #= x’?! gesetzt, so kommt 
2 U- +) 
= laut ar lan tar) 2u4 Nar— ar} 22") 
— 2u(2u +1) — (Zutat tQut Quer, 
also 


2 24} 
5) Aut) Aut Yet — (Aut last —2ulQufi)art® u 
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Diese Formel, mit (4.) verglichen, liefert, wenn man bedenkt. dafs 
En, 
Gr, G=7, 1. 8 We 
und allgemein 
Y a. 7 © 
FE 
also hat man 
W— ady)H Ya) + AD)Hree = N, a1 
day eyAaynrEerINIree = on: 4 
2x 4(y) 





- | a 
(6.) gÜ-W)-+gy(t—u = „jener 7 
Vertauscht man # und w, so bleibt g(£--w) unverändert und p(!— u) geht 


:— gp(t—u) über, also erhält man noch 
| | 2, 4x) 
. <Yy AK 
ff o(t--u)— py(t—u) —= — 
( ) p( J f \ F 1 2! 


nn gu —f 





Addirt und subtrahirt man (6.) und (7.), so kommt 








Pe x Iy)+ydle) 
P\ ri u) u‘ I— 1? y3 ’ 
(>.) N 
K /$ u = rI(y) — yÄA(r) 
A 
Dies sind die verlangten Formeln, welche die gewöhnliche Form annehmen. 


u 1 N 
wenn man. wie schon bemerkt, g(?) — yk-sinam (>) setzt. 
k 














15. Sur le theoreme de Mr. Slonimsky. 


(vw 
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15. 


Demonstration d’un theoreme de Mr. Slonimsky sur 
les nombres, avee une application de ce theoreme 
au caleul de chiffres. 


(Par Vediteur. ) 





Mi. Slonimsky de Bialystock en Pologne, homme de leltires distingue, auleur 
d’un cours des mathemaliques, ecrit en hebreu elc.,„, communiqua, en Juillet 
1844, a l’editenr de ce journal (sans demonslration) un Iheoreme {res curieux, 
sur lequel il avait fonde une de ses ingenieuses machines a caleuler. Ües 
machines furent alors presentees par lui a l’academie des sciences de Berlin; 
elles lui valurent ici une recompense; depuis elles ont remporle le second prix 
Demidof a l’academie des sciences de St. Pötersbourg. et il en publiera sous 
peu la deseriplion en Jangue russe. 

L’editeur de ce journal trouva une demonstralion du Iheoreme, quwil 
communiqua a Mr. Stonimsky, et il Faurait publiee plus töt, s’il n’avait pas dü 
altendre la publication des machines que l’inventeur avait l’intenlion de faire. 
Plus tard il trouva encore une application du theoreme au calcul de chiffres, 
nommement ä la multiplication des chiffres, qui sous certaines conditions peut 
la faciliter considerablement et augmenter la sürete des resultals. 

Maintenant, autorise par Mr. S’onimsky, a publier le Iheoreme et sa 
demonstration, il les presente ici, avec l’applicalion mentionnee. 


Theoreine. 

Soit Z un nombre quelconque, et designons les chiffres de ce nombre. 
en allant de la droite vers la gauche, par 2, &, 23. .... 2%. .... Si sous 
le nombre Z on ecrit ses multiples 2Z, 327, 42, 52,02, 712, =Z el 
3Z, de sorte que les uniles, les dixaines, les cenlaines elc. soient en lignes 
verticales, il est clair, que la derniere ligne verlicale, celle qui passe par le 
dernier chiffre 2, de Z, contiendra les seconds chiffres des produits ?2,, 
321, 4215 9215 6%,, 72, 82, et )2,. Mais il n’en sera pas ainsi de loute 
autre ligne verlicale. Celle, par ex., qui passe par z,. ne conliendra pas la 
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serie des seconds chiffres des produits ?z,, 32,, 42,,. 5%,, 6%,. 72,, 82, 
et )2,. Pour obtenir les chiffres de celte ligne, on devra ajoulter ä la serie des 
seconds chiffres des multiples de x, une serie complementaire, qui dependra des 
chiffres qui suivent &, dans le nombre Z. Or, quels que soient ces derniers 
chiffres, il n’existe que Vingt- huit series complementaires differentes, et en 
ajoutant A la serie des seconds chiffres des multiples de z,, celle des 28 series 
complementaires qui convient aux chiffres qui dans Z suivent z,, on aura les 
chiffres de la ligne verlicale qui passe par 2,. 


Demonstration. 


A. Considerons les unites du chiffre z, comme unites absolues, les 
chiffres qui suivent &, dans le nombre Z exprimeront alors une fraction de- 
cimale, toujours moindre que I, dont nous designerons par x,_, la valeur, et 
les series complementaires, desquelles parle le theoreme, seront celles des 
entiers contenus dans ?a,_1,, 32... 42._, 52,1, d2._, 72._, 82, 
et Y92,_:: 

B. Supposons maintenant que la fonction z,_, aille en croissant par 
degres insensibles, depuis zero jusqu’a I, il est clair que chaquefois que la fraction 


. ‘ . . ° m . . 
x,_, passera par une fraclion irreduclible en dont le denominateur n est un des 


- 


nombres ?. 3, 4, 5, 6, 7. 5 et 9, un des termes au moins de la serie com- 
plömentaire sera augmenle d’une unile, et m&me plusieurs de ses termes pour- 


ron! en meme temps elire augmentes d’une unile; car il en sera ainsi des 


m 9 m e m . 
Fra BE KEue In. — ete., et ces entiers 





entiers, que contiennent les multiples n- 
forment les termes de la serie complementaire (A.). Par exemple, si la fraction 


. m Er ee 4 z 
x,_, Sapproche d’abord de la valeur zn l’entier que contient 5.r,_, est 


toujours encore <_ 3, et par consequent — 2; mais aussitöt que x,_, devient 
2 

; 2 ’ 
les entiers que conliennent 32,_,, 62, et 9z,_, sont <2, <4e <6, 


2 ER N - au . . A R . ’ . > 
et par consequent —= I, 3 et 5; mais aussitöt que x,_, devient egal ä —, ou 


BEEER hä . x. ' Mm 
egal a =. l’entier devient =3. Si z,_, s’approche de la valeur — — 
’ ‘ n 


Q 
r 


lutöt (une fraclion decimale egale a = n’existant pas): aussitö 
plutöt ( - ER 3 pas ): aussitöt que &,_, a 


‘ 


depasse de la plus pelite quantite possible la fraction 3» les eniiers que con- 
liennent 32,_,, br... et I@,_, seront = ?, 4 et 6. Donc, dans le premier 
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m 6) u ' 2 N > 
exemple de „un seul terme de la serie complemenlaire, celui de 5.r,_ı- 
i u m 2 
a augmente d’une unile; dans le second exemple de — — 3; frois lermes, 
Mn 


ceux de 32,_1, d7,-ı et Ix,_,, ont Eeprouve& cette augmenlation. 


C. D’un aulre cöte, aueun terme de la serie complementaire qui con- 
vient & &,_,. ne changera pas de valeur, quelle que soit la fraction irre- 


. Mm . r 14 . 
ductible —, par laquelle passe x,_,, si le denominaleur rn de celte fraction 
H 


est plus grand que 9; car les entiers que conlient un multiple queleonque de 
x, ne peuvent alors augmenter d’une unile, a moins que ce multiple ne soil 


plus grand que 9x,_,, multiple dont il ne s’agit pas ici. Par exemple, si ,_, 
R m 7 u 

s’approche d’abord de —— ;, , les termes de la serie complementaire, c’est- 
ä-dire les entiers contenus dans ?x,_,, 32,_., 420,1, >27, 6%,» 7%,_,- 
Ssr,_, et Ix,_, seront 1, 1, 2, 3, 3, 4, 5 et 5, et ils continueront d’avoir ces 


A v ’ / . u 
valeurs, m@me apres que x,_, aura passe 77; ce nest que I1:xw,_, qui, con- 


Z 


a . / Fr 5; 
tenant 6 entiers, toutes les fois que x,_, est < en prend 7 entiers, aussitö! 


: ) EEE 7 n . m 
que x,_, a alteint ou depass& la fraclion a En effet, soit z,_, = — +&, 
m 7 


um + AM 
—! -ıck. Tei : 


ou %k represente une fraction quelconque, on a ux,_, — Ber . 


r . ® nd ım . 
est evidemment moindre que »n enliers, tant que u <n: done — ne conlien! 


que m—1 entiers, suivis d’une fraction < I, par ex. de la fraclion 4. Or. 
k pourra &tre suppose toujours si pelit, que uk--A soit encore < I, done 


h Um ; : - - 
aussi U.X,_ı — + uk ne conliendra encore que a —1 entiers, et il existera 


. . . m . 
par consequent toujours encore des fraclions z,_, plus grandes que „ qi, de 


[3 m * ” 
meme que celles amoendres que —, ne contiennent que m—I enliers, /ant 


que u est moindre que n. Mais il en est aulrement, aussitöt que « devien! 





—.n; alors deja ux,_, est —=n- „um, et deja ur,_, contient = enliers., 


au lieu de m —1 entiers qui se trouvaient dans ux,_,, ou dans nx,_,, lorsque 
euj% Mm. 
x,_, elait encore au dessous de Z 


Donc aucun terme de la serie complementaire que donnent les mul- 


tiples 22,_1> 32... dann 92,1 62,1; 72a, 8%. A I, de z,_, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 3, 28 
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ne changera pas de valeur, ä moins que x, ne passe par une fraclion irre- 


m 


duetible = dont le denominateur est un des nombres 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9. 


D. Il suit de la, que le nombre des changements qu’eprouvera la serie 
’ “ ’ 1) ” “ [7 . m 
complementaire, sera egal au nombre des fractions irreductibles —, dont 
n 


les denominaleurs sont les differents nombres 2, 3, 4, 5, 6,7, 8 et 9. 
Ces fractions sont les suivantes: 


. 











RE 
y) J N) J ) () 
ee’ au D-.7 
8. run 
1 2 3 a 6 
e: er a ee er Ze 
1 5 
6 6 

1: 1 > Je + 
Bub Bıyh 
| 3 
4 4 
>23 
5 wor 
1 
ww 





ou bien. rangees suivant leur valeurs, 


sm 1 ri 2I2UHIS EI TEIH DT 77 8 
n® : 8:8 7% 65,94 738,537 422 738.2. 749 53-6 7-8 9 
Leur nombre est — 77: done il y aura 27 changements de la serie comple- 


mentaire, et par suite le nombre des differentes series complementaires_elles 
memes, qui existent, est = ?2S; comme l’enonce le theoreme. 
E. Il sera maintenant facile de trouver par ce qui a ete dit en (C.) 
les termes des differentes series complementaires. 
D’al IYrd ; Ösarına le l in ’ » . fi 2 c ( .— l 
abord la serie complemenlaire propre aux fractions ©, >0<- 
est evidemment 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0; car aucun des multiples ?x,_,, 3%;-1> 
+2, _1» DT, _ı, PB T,_ı, 72,1, ST, , et Ix,_, ne conlient ici un entier. Aus- 


. x r r 1 . . 

sitöt que &,_, a depasse la valeur re le multiple 9x,_, de &,_, contient une 
* r . u) * x l 

unite, les autres multiples n’en ont pas encore, jusqu’a &,_, = r: 


est 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1. 


; done la serie 


- 


l 
complementaire propre aux fractions OEL una 


Si x,_, a alteint la. valeur % le multiple S®,_, de x,_, contient une unite: 


\ 








15. 


dans les autres multiples les nombres des entiers ne changent pas; done la serie 
complementaire propre aux fractions &, , > — 


et ainsi de suite. Generalement, chaque fois que x,_, passe par une des fraclions 


m . (4 r = 
= (2.), ceux des multiples de x,_,,. donc le nombre est, ou egal au denomina- 
N « 
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est 0, 0, 0, 0, 0,0, 1,1: 





teur n de la fraclion, ou non-premier an (B.), prendront un entier de plus. 
Suivant celte regle on trouvera les valeurs suivantes des termes des 


differentes series complemenlaires. 


Les termes des scries 


complementaires 
pour les multipes® 34 56789 





(Ss =V00 00000 .... NH D0< 
> = 0VOOOOOOL. 2,”n, >y<H 
3 =00000011.... 2 >+4<H 
O0 RE Tr 
ss =00001111.... 1 >t+<H 
TE Te an > 
= 00061 111 2'.... 2. >3<1 
nEHUI 11 T72... u Str. 
A he AA ei 
ss=—=011122253.... 2,1 >F5<H 
HELFLII III DIE 
Herr 27 BB Hy RT 
ee 5 15 11,28: 5% Bu I oe ge on Be 
- Ju=01122334... 01 >$#<4 
I, =11223344... u >4<H 
ah 3234 Dirt 
ma 2 AA rt 
u — 11233445... rt 
521 2 DIESE 2.4 21 >$<H% 
u —= 12234456 .... Zn >t<t 
= !T7T7E4 55H. NED FL 
—=12334566.... n.H>i<H 
serie ASshT vun Far oh 
3 —=12344567.... 21 >t<H 
97512345507 2 aD 5% 
,—12345667... 2. >%<} 
ml 2385677 0.0 ua 
—=12345678... 2. D>3<I 


Nous designerons ces series par s. 


conviendront aux fraclions 


fan 





3 oubien ©, , >V0<-0, (1) 


r,N>OV, (1) <01?2 
I, >0 ee 857) 
rt, >0.(14 RTL <O,1(6) 
2,10, 1(6)- —O 
Aus. 0) 

2,{N >09, (NM)<O0,2) 

2, > 0929 <0,285714) 

2,1 >0(2S57 14) <O.3) 

wer AFNTU,375 

2.1 >0,375 <04 

2 > 094I<—OlHIS5TL) 

2,1 >0.(428571)<0,(4) 

2,1 >, H<O,) 

> I<0,) 

2,1 >0V5)<O,I7 1425) 

Br. —0,(571425) <O,6 
0 6<-0,625 

+1 >0,629<0,(6) 

Rate (6)<0,(714255) 

2,1 0,(714285)<0,75 

2,1 > 0,79<0,(7) 

>) <0, S 

2,1. 0,8 <0,8(3) 

2,1 > 0,8(3)<0,(857142) 
X, 109897142) <0,875 
2, >09875<0,(8) 

2, >08)<1 
28 * 


T 
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Dans les expressions des fractions en deeimales, a droite de la table, les 
chiffres qui sont entre des crochets signilient des periodes, qui reviennent 
a linfini; Ja oü il n’y a pas des chiffres mis entre des crochets, les d&cimales 
expriment exactement la fraction dont il s’agit. 

Notes. 

I. Il est ä remarquer que dans la serie des fractions (2.), qui repre- 
sentent les valeurs de x,_, pour lesquelles les termes des series compl&men- 
taires (3.) changent de valeur, la somme de chaque couple de fraclions ä egale 
distance du commencement et de la fin, est = 1. Cela est clair en soi m@me: 


[3 m * “ ° . [3 
car soit — une quelconque des fractions (2.), c’est-ä-dire une des fractions 
l 


. . . . m Nn— m PER 
irreduclibles < I, Er est evidemment une autre; et comme 


la serie (2.) comprend Zoufes les fractions qui existent pour un denominaleur 
10, il faut que pour chaque fraction, il s’en trouve dans la serie une autre 





qui, ajoulce A la premiere, donne [ pour somme. 

II. Pareillement les termes de chaque serie complemenlaire (3.), a une 
distance quelconque du commencement, par ex. de la serie s;, ajoules aux 
termes de la serie s3s_;, qui est a egale distance de la fin, donnent les 
termes de la derniere serie Ss, ;. Cela est egalement clair; car, comme les 
fractions (2.), en allant de gauche & droite, augmentent de la m&me manicre, 
qu’elles diminuent en allant de droite a gauche, il faut, que les termes des 
series complömenlaires, en commengant par la derniere et en allant vers la 
premiere, diminuent aussi de la m@me maniere qu’ils augmentent en commen- 
cant par la premiere et en allant vers la derniere. 

En vertu de cette remarque, il suffit de calculer les 74 premieres 
series complementaires; les autres se trouveront immediatement, en deduisant 
de 1. 2, 3, 4,5, 6,7 et S les termes des 14 series calculees. 

Ill. En troisieme lieu, il est ä remarquer, que toutes les fraclions 


BE N mi l ’ ‚ r 
- (2) pourront elire tirces de la premiere % seule, si dans l’equation 
N . 


4. nu— mv —= | 
on suppose d’abord m= I, n=%, qu’on prenne pour % et v les plus grandes 
valeurs possibles de « <[v, v»<Z 10 que donne l’equation, qu’on donne alors 
am et n les valeurs trouveces de w et v, qu’on prenne les nouvelles valeurs 
de « et v qui y correspondent, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on arrive ä 
u— | et v=|]. Car. comme la serie (2.) contient fowles les fractions irre- 





er 
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dueclibles qui existent, avec un denominateur < 10, il n’y a pas de fraction 
de ceite sorte qui puisse tomber entre deux fraclions conseculives de la serie; 
done chacune de deux fraclions conseculives est toujours moins differente de 
l'autre, que ne lest aucune autre fraction, dont le denominateur n’est pas 
plus grand que 9. Or, celle propriete est effectivement celle de la fraction 


(2 . Mm . . 
— envers la fraclion zen donnant a w et v les plus grandes valeurs possibles 
Ü 


et 10; car en developpant — en fraclion continue, — est alors la der- 
niere des fraclions convergentes que presente la fraclion continue, et cette 
[raction convergenlte a la propriet@ en question. 
En faisant le calcul, on trouve ce qui suit. 
L’equation (4.) donne 











1 Pour Done 
m 1 i g: | Be 7 1 
I. ri %, Yu v-+1, La. 0==8,1/480,....;, nv = Q 
„m 1 . ii emaunn ENT 
u rien \. SU — v1, u 1,.2.3.:.1; DP=a 7,15,2 yo 209 v 7 “ 
N 1 u ie u 2 Mm i 
ı.- =. ME vo+l, u=1,233,...., v=46,1349,...., nn 

m 1 ‚ y« r 1 h ee u . 

+ ri \ HU — v1, 7 u 4 Range p==9,1 „l Iyenuny „ u 5 “ 

u 1 2 N. — 49.14 u_ 2, 

I ae Te U — v-+-1, w1,2,3.2.15 ® = Is yerıi9g » ’I1g° 

m 2 ( n ; — 413,99 u 3 

6 N Bu >, u—=v-+1, E23 9% 4. KU Pr vu. yo grey u: 4 D 

1 2 da } 37.41 a 2 

4 a; 4u= v--1, w=1,33;:.:,, v==3,7 yrııı)y 2 — r; > 

om 2 u : . ' r . 

Ö. u... ’ u— Ww-l, Pe DEEIHRETL: 00 Fr D 
m 1 2.2 ie u 9 

ten — 3-1, u=2,5,8 —5,13,21 ER 

10. Yigg SU. vu D) =.) yııı]y DL.=> . yıhyerı.)y v. r . 

Mm 2 ‘ | ‘ m ‘ — nz u TER I R 

11. a Ju !w--1, u=1,3;5,7;, ..,. v—N),7,12,1 Varenıy ww. . 7 * 
m 3 “ A n u + 

5. a u—=30-+1, BmlhT,..., 92 2,9.10, ...., ur; 

13: Min 4 5,9 —2,11,20 
13. a Yu — v-+1, u=1,), yırıo)y 2, Ur rrry - er. 

ae... 1 u - et u 5. 
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Pour Donc 
m > - ‘ — « 7 4 
En, — —- “ Yu—5vV “ir u—4 9 13 u... ‚k_— 7510,03, !..., ——<;z 
N () 7 „7 ’ ’ v 7 
m 4 a | we r u ) 
16, eo u—=40--1, us 3,7, bh5i...; == 312;19, ui... — r ; 
n / h ® .) 
m ii) h ee Be ey u H) 
1. ———,. Wd—Ir u: 2.3B, ;... Beam. ——o; 
r % 
m 5 | . et ( u 2 
fa - = - a) 43 T l uU?) 1? Peru 3 1] 19 .... ——_— nn y 4 
n 8? ou v tr ’ yiyıt ’ ron ’ d 3 
m 2 u u. u #) 
19. _— — 3 b) Ju +1, WERTHD,T, ..... v._— 1,4,7,10, ....,-. wer B 
n Ä 
m ) rn 4 Er - u 3 
20. we te u=9r-+1, u— 3,5, 13, ..... vhs u K 
n / 
m I / “ | N = . “ [7 / 
2 . - 4u=3jv—-1, u | 4 7.10 .... vr—1 ) 0 13 .... _—oZ s 
RZ 4° . u u ) nd, 900% 9’ 
m / wi . ER u 4 
22. - =. Yu==ir-+l, s—h1lB1:;) 309,142, . 55 vun is 
N x e 
m 4 n , “ » 7 > 
23. — > 9 »u—40-1, = 1,5,9, ....,. Yen 1,6, 1 I, reg — Zoo, 
n ) ® 6 
m I | . u 6 
24. - — bu=)Ir--| u] 5) 1j ee. A—. n 13 wurw — Zu 
n Ö I | ’ vet ’ ’ sr. 9 be) v 7 b) 
m 15) BEER | u Bl ge 7) 7 
„35. —-—, ‚u—=bv--1, wa 1.703.355 me 1,8559... — Zu — 8 
n / v fo) 
m / I) vn I ) - — % te) 
2 — —— Berne, ki): vet ER: ——o——:; 
N N a y yidı yıaıd, ’ > g 
1m Ss ( x ! - C % | 
Re "9° Jyu—sv-1, u=1,9,17,...., v—1,10,19, ...., Eu 
n - ? 


or. * u r . £ 
Voila toutes les fractions - de la serie (2.). 


IV. Il est encore aise de voir, comment tout ce qui a ele dit jusqu’ici, 
et le theoreme lui meme, pourrait etre etendu aux cas, oü il s’agissait d’un 
plus grand nombre de multiples du nombre propose Z. Le nombre 27 des 


changements de la serie complementaire est celui de la somme des nombres 


premiers relatifs aux nombres 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, comme on le peut voir 
m 
dans le tableau (1.) des valeurs de x,_,, pour lesquelles les changements 


de la serie complementaire ont lieu. Done, generalement, si l’on vouloit pousser 


les multiples de @,_, non seulement jusqu’a Ix,_,, mais encore jusqu’a v.r,_,, 


le nombre des changements de la serie complemenlaire, qui auroit alors v—1 
termes, au lieu de S, serait egal a la somme des nombres premiers relatifs 
aux nombres 2, 3, 4, 5, .... #, et le nombre des differentes series comple- 





| 





| 
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mentaires seroit plus grand d’une unite. Ce nombre est dejäa tres eleve pour 
la valeur 99 de », valeur qui seroit propre A une application au calcul de 
chiffres. 


Application du theoreme ci-dessus a la multiplication 
de grands nombres. 


A. Pour trouver le produit d’un nombre quelconque doune Z par un 
autre nombre quelconque, sans multiplier successivement les chiffres de Z par 
les chiffres du multiplicateur, on aura besoin des multiples 2Z, 3Z, 427, 5Z, 
62,72, 8Z, 9Z du multiplicande Z. Ces multiples connus, il n’y aura qu’ä les 
copier, en les metlant aux places que le multiplicateur prescrit, et a les additionner. 


B. Or, on aura ces multiples, ecrits I’un sous l’autre, ‘et les unites 
des differentes ordres, mises partout dans les memes lignes verlicales, si l’on 
connait les series des chiffres qui doivent etre ecrits dans ces differentes lignes. 

La table qui se trouve a la fin de ce memoire, donne immediatement 
et sans calcul ces series verlicales de chiffres, et elle est fondee sur le theo- 
reme de Mr. Slonimsky. Voici comment. 


C. Pour plus de clart&e, prenons pour exemple le nombre Z — 
53908761142899274. Les multiples de ce nombre, qu'il s’agit de trouver 
sans calcul, sont les suivants: 


PR ®: DONMDEECRENBERER GELFARRERE 75 .\. 7 

(: = >390S76 11428599274 
22 —=107817522285798548 

3Z —= 1617262534256 978522 

44 —=271563504457159709%6 

6. 252 = 26954385057 14496 370 
bZ= 3234525665573 956 44 
72=37736b13275000279491S 

84 = 4312770089143 194192 
9Z=485178850286 093466 





0,110, Gg+1 . . “ 5 . . 0, Or, J 


Nous designerons par 2,,,, %;, %;_ı trois chiffres quelconques consecutifs 
du nombre Z, par o,.,, 0,, 0,_, les series des chiffres dans les lignes verticales 
qui passent par les chiffres 2,,,, z, et 2,_,, et par x., &,_ı et X,_, les fractions 
decimales, formees par les chiffres de Z qui swivent les chiflres &;.,, 2, et &,_,. 
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D. La serie o,_, sera celle des seconds chiffres des multiples de &,_,, 
augmentes de la serie complementaire qui, tiree de (3.), convient a la 
[raction &,_,; el les premiers chiffres de ces m&mes multiples, ainsi augmentes, 
ne seront autre chose que la serie complementaire qui convient ä la fraction 
,_,, les premiers chiffres des multiples, quels qu’ils soient, formeront toujours 
une quelconque des 28 series complementaires; car, suivant le theoreme, il 
n’en existe point d’aulres. Donc, aussitöt que l’on connailra la serie com- 
plementaire a ajouter aux multiples de 2,_,, ces mulliples augmentes seroni 
connus, par consequent aussi leurs premzers chiffres le seront, et par suite non 
seulement les chiffres de la serie o,_,, qui sont les seconds chiffres des mulliples 
augmentes, mais aussi ceux de la nouvelle serie compl&menlaire qui est a 
ajouter aux multiples du chiffre z,, qui dans Z precede z,_,, seront connus. 
Or, par la on aura aussi deja obtenu les multiples de z, augmentes de la 
nouvelle serie complementaire, et par cons@quent non seulement les chiffres 
de la serie o,, qui sont les seconds chiffres de ces multiples angmenles, 
mais aussi la serie complemenlaire, formee par leurs premiers chiffres, qui est 
ä ajouler aux multiples de 2,,,, et ainsi de suite. 

Donc, aussitöt qu’on connaitra la serie compl&mentaire a ajoulter aux 
multiples d’un quelconque des chiffres de Z, par exemple du chiffre &,;, non 
seulement la serie o, sera connue, mais aussi toutes les autres series o, qui 
la precedent, en seront obtenues successivement, et si &, est le dernier des 
chiffres de Z, toutes les series 0, sans exceplion, pourront &ire trouv6es, 
et le probleme sera resolu. 

Or la serie complementaire a ajouter aux multiples du dernier chiflre 2, 
de Zest effectivement toujours connue; elle est ss, —=0,0,0,0,0,0,0,0 @.); 
car la fraction ,, qui suit le dernier chiffre, est zero. Donc le probleme de 
trouver sans caleul les differentes series o, c’est-a-dire, les multiples de Z, 
pourra 6lre r6solu aussitöt, quon uura caleule par avance les. series des 
seconds chiffres des multiples des differents nombres O0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7,8 et 9, 
augmentes de lune ou de l’autre des 28 series complementaires, et qu'on 
aura indique le numero des series complementaires formees dans chaque cas 
par les premiers chiffres de ces multiples; car, en premier lieu, les chiffres 


de Z, quels quils soient, se trouveront toujours parmi les nombres 0, 1, 2, 


- » .— 


3,4506, 7,8, 9; en second lieu, ce sera toujours une ywelconque des 
25 series complementaires qui est a ajouter aux multiples d’un chiffre quel- 
conque 2,_, de Z; et en trossieme lieu, chaque serie complömentaire, ajoutce 
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aux multiples du chiffre z,_,, donne la nouvelle serie complementaire a ajouler 
aux multiples du chiffre precedent z,; car, celle nouvelle serie complementaire 
est celle que forment les premiers chiffres des multiples du chiffre &,_,. 
E. Ce sont les resultats de ce calcul preliminaire, que presente la /able 
a la fin du memoire. Les 28 series de nombres qui se trouvent dans la table 
au dessous de chacun des nombres 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, @erits en gros 
caracleres dans la premiere ligne horizontale, sont celles des seconds chiffres 
des multiples de ces nombres, augmentes des differentes series comple- 
mentaires No. 1, 2, 3, .... jusyu’a 28, dont les numeros sont 6erils dans 
les premiere et derniere lignes verlicales de la table, et au cöle droit de 
chacune de ses series est zndique le numero de la serie complementaire que 
forment les premiers chiffres des multiples des nombres 0, 1, 2,3, ....9, 
augmentes de la serie complemenlurre dont le numero est indique dans la 
premiere et la derniere colonne verticale. 
F. Un seul exemple suffira, pour faire voir, comment la lable a ete 
calculee. 
Soit propose le chiffre 7. 
Les multiples de ce nombre sont ......14 21 25 35 42 #9 56 63 
Ajoutons y, par exemple, la serie complemen- 
taire No. 19, qui, suivant (3.) est... 11233455 
Les multiples de 7, augmentes de cetle serie 
complementaire, sont... .......415 22 30 38 45 53 61 68 
Les seconds chiflres 5, 2, 0, 8, 5, 3, 1, 8 de ces multiples sont ceux qu’on 
trouve dans la table au dessous de 7 duns la 19”° liyne horizontule. Les 
premiers chiffres 1, ?, 3, 3, 4, 5, 6, 6 forment, suivant (3.), la serie 
complementaire No. 22, et ce numero 22 est indique dans la table, imme- 
diatement a la suite des seconds chiffres 5, 2, 0,8,5, 3,1, 8. 
C’est de cette maniere que la table a ele calculee. D’ailleurs eile pre- 
sente encore devant les multiples 72, 32, 42,52, 62,72, Sz, 9x les chiffres 
de 0:2 et 1-2, et ces chiffres sont evidemment O et z eux memes; car les 





termes correspondants des series compl&mentaires sont toujours —= 0, parce- 
qu’aucun des nombres 20, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9 n’a pas de premier chiffre. 
@G. Faisons voir maintenant l’usage de la table, en l’appliquant ä 
l’exemple (6.). 
D’abord les multiples du premier chiffre 2,—=4 de Z, a parlir de la 
droite, sont 4, S, 12, 16, 20, 24, 2°, 32, 56. Les seconds chiffres de ces 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX, Heft 3. 29 
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mulliples sont ceux de la serie verlicale o, dans (6.); la table les presente 
sous 4 dans la premzere ligne horizontale. Les premiers chiffres O0, 0, 1, 1, 
2, 2,2, 3, 3 des multiples de 4 forment, suivant (3.), la serie compl&mentaire 


No. 12, et ce numero 12 se trouve indique dans la table a la suite de la 
serie des seconds chilfres des multiples. 
Les multiples du second chiffre == 7 de x sont 
714 21 28 35 4? 49 56 63, 
Mais il faut y ajouter la serie comple- 
mentaire No. 12, savoir .:. 2.0 0.1717. 2.27 3% 
Cela donne 7 14 22 29 37 44 51 59 66. 
Les seconds chiffres 7, 4, 2, 9, 7, 4, 1, 9, 6 de ces multiples sont ceux de 
la serie 0, de (6.), et on les trouve dans la table, sous 7, dans la ligne ho- 
rizontale No. 12. Les premiers chiffres 0, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 5, 6 des mul- 
Iiples forment, suivant (3.), la serie complementaire No. 21, et ce numero 21 
se trouve indiqu& dans la table a la suite des seconds chiffres. 
Les mulliples du Zroösieme chiffre 3 —= N) de Z sont 
246 sS 10 12 14 16 IN. 








II faut v ajouter la serie complementaire 
Oh Belinda 6. 


Gela donne ? 5 8 10 13 16 19 21 24. 


les seconds chillres 2, 5, S, 0, 3, 6, 9, 1, + de ces multiples sont ceux de 


la serie o, de (6.), ei on les trouve dans la table, sous 2, dans la ligne ho- 


rizontale No. 21. Les premiers chiflres 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 2, 2 des mul- 


\iples forınent, suivant (3.), la serie complemenlaire No. 8, et ce numero 8 est 


No. 21. savoir 





indique dans la table a la suite des seconds chiffres. 

Ki ainsi de suite. 

H. On voit par la, comment les multiples d’un nombre quelconque 
propose Z, peuvent etre lires de la table sans aucun caleul. 

Dans notre exemple, on cerit d’abord les nombres que donne la table 
sous 4== 2, dans sa ligne horizontale No. 1. Ces nombres sont ceux de la 


- 81 


colonne o, dans (6.). Puis, on 6erit les nombres que donne la table sous 


’=x2, dans la ligne horizontale No. 12, numero indique & la suite des nom- 
bres qui formaient la serie o,. Ce sont les termes de la colonne o, dans (6.). 


Alors on cerit les nombres que donne la table sous 2=2, dans la ligne ho- 


rizontale No. 21, numero indique a la suite des nombres de la serie o,; el 


ainsi de suite. 
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27 


1. Maintenant, pour multiplier un nombre queleonque donne Z par 


un autre nombre quelconque Y, le premier procede qui s’offre seroit. d’eerire 
prealablement les multiples 14, 2Z, 32, 42, 52,62, 712, 8Z,9Z 
de Z, lires sans calcul de la table, comme il l’a ete deerit en (#.); puis de 
meitre de la maniere ordinaire, a leurs places, l’un sous l’autre, les multiples 


de Z, comme le demandent les differenis chiffres de Y, et enfin, de prendre 


la somme de ces differentes lignes de nombres. Mais il n’est pas meme ne- 


cessaire d’eerire prealablement les multiples de Z; la table donne zmmedia- 


/ement les differentes lignes des nombres, dont on n’aura ensuite qu’a prendre 


la somme. Un exemple fera voir comment cela se pralique. 


Soit le nombre ci-dessus 


T. 


par F 495014320786, 


| 


le caleul est le suivant: 
2: — 5390876 1142899274 








Y— 495014320786 

TE RE RE JOH: OS408266647844224 . . . No. 1 chiffre6 No. 
ii ie nn 35708018847877704 ... - 18 --8 - 
a En 0 a ui nn 93002577715200551 .... - 6 --7 - 
Ma 2. 000 0 SEE ars En >. ee | pn 
 BERWELE WER V6S064 772354688448. . 2... - 1 -- 2» 
u N 6ISOHLI33NI65886 12 2.2... u en 
a  AENER 12804054478488807 . ...... - .9--4 - 
1-8 7420108115 2122205 . 222.2... - 13 — - 1 - 
- ..8 O0L0L100000111010 . : 22.2 2 0... - 4 ..-.-0 - 
DE . 0 „ GE 00 ne ae - 1,--5-- 
u Ih. ... ZRSGERTERBBERFEEE on. - 15 --9 - 
- 12. . 44409494499944949 . . . . 2 2 20.0. - 2S - - 4 - 
1. ‚2A 5 ea an - MH ar - 

\ ZY — 26685608781566993 2059 22509364 





2 = 5390876 1142899774 a multiplier 


26 


7 


23 


g 
13 


15 
98 


14 


La ligne No. 1 du produit contient les seconds chiffres des diflerents 
multiples du dernier nombre 6 de Y, que demandent les differents chiflres 
deZ. La table les donne dans sa ligne horizontale No. 1 sous 6; par exemple, 
le premier nombre 5 de Z donne, suivant la table, le chilfre O0; le second 
nombre 3 donne le chiffre 8; le troisieme nombre 9 donne le chiffre 4 etc. 


29 * 
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Puis les premiers chiffres des differents multiples du dernier nombre 6 
de F (si on les vouloit @erire), seroient tous a placer d’un pas de plus a 
gauche et aux memes places que prendront les seconds chiffres des multiples 
de larant-dernier chiffre 8 de Y. Ces premiers chilfres des multiples de 6, 
dernier chiffre de Y, sont, suivant la table, compris douws dans !a serie com- 
plementaire No. 18, comme cela se trouve indique ä la suite des seconds 
chiffres des multiples de 6 dans la ligne horizontale de la table No. 1. 

Done, en prenant maintenant les seconds chiffres des differents multiples 
du lavunt-dernier chilfre 8 de Y, et en y ajoulant en meme temps les 
premiers chilfres des multiples de 6. qui ne sont pas encore £crits, on les 
trouvera lous dans /a ligne horizontale No.18 de la table sous 8; et de la 
sont lires les chiffres de la ligne No.2 dans (8.). En effet, le premier chilfre 5 
de Z donne en verlu de la ligne horizontale No. 18 de la table sous 8 le 
chillre 3, le second chiffre 3 de Z donne le chiffre 5, le troisieme chiffre 9 
de Z donne le chiffre 7 etc., et ce sont les chiffres de la ligne No.2 dans (8.). 

Par cela, on a maintenant introduit dans le produit ä caleuler les seconds 
el les premiers chillres de tous les produits du dernier chiffre 6 de Y, par 
les dilferents chiffres de Z, et par consequent foul ce qui concerne ces pro- 
duils. Aussi at’on deja eerit les seconds chiffres des produits de l’avant- der- 
nier chiffre S de Y, par les differents chiffres de Z; ils sont compris dans 
les nombres de la ligne No. 2 dans (8.). Mais les premiers chilfres de ces 
produils ne sont pas encore enires en calcul. 

Ces premiers chilfres, si on les vouloit ecrire, seroient ä placer tous 
a un pas de plus a gauche, el aux memes places qui conviennent aux 
seconds chiffres des multiples du chiffre 7, qui dans Y precede l’avant- dernier 
chiffre 8. Mais ces premiers chiffres des multiples de 8, avant - dernier chiffre 
de F, multiples qui sont deja augmenles par les premiers chiffres des mul- 
tiples du dernier chillre 6 de Y, sont, suivant la table, compris /ous dans la 
serie complemenlutre No 26; comme cela se Irouve indique ä la suite des 
seconds chilfres des multiples de 8 dans la ligne horizonlale de la table No. 18. 
Donc, en prenant mainlenant les seconds chiffres des differents multiples du 
chiffre 7, qui dans Y precede l’avant-dernier chiffre 8, et en y ajoutant en 


meme temps les premiers chiffres des multiples de 8, qui ne sont pas encore 
eerils, on les lrouvera lous dans la figne horizontale No. 26 de la table, sous 7, 
et c’est de la, que sont tires les chiffres de la ligne No. 3 dans (8.). Le 
premier chiffre 5 de Z donne en verlu de la ligne horizontale No. 26 de la 
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table, sous 7, le chiffre 9, le second chiffre 3 de Z donne le chiffre 3, le 
troisieme chiffre 9 de Z donne le chiffre O etc. 

En conlinuant de cette maniere, et conform&ment ä ce qui se trouve 
annole a la droite du calcul (8.), on tirera immediatement de la table, et sans 
aucun calcul, les chiffres de toutes les lignes No. 1, 2, 3, 4 ete. dans (8.). 
Mais il s’agit encore de la derniere ligne No. 13. Elle contient les premiers 
chiffres des multiples du premzer chiffre 4 de Y, multiples, qui sont sous l’in- 
fluence de la serie complementaire No. 14. Done on les !rouvera dans la 
ligne horizontale No. 14 de la table, sous O; car le chiffre, qui dans Y pre- 
cede le premier chillre 4, est zero. Le premier chiffre 5 de Z y donne le 
chiffre 2, le second chiffre 3 donne le chiffre 1, le troisieme chiffre 9 donne 
le chiffre 4 etc. 

Ayant lire de la table les differentes lignes horizontales du produit ZY, 
il ne reste qu’a en prendre la somme. 

K. Si une seule personne faisait le calcul, en se servant de la table, 
l’operation seroit evidemment plus laborieuse encore, et le resultat plus sujet 
a des erreurs, que la multiplicalion ordinaire; mais il est clair, qu’aussitöt que 
deux personnes, dont l’une tire les chiffres de la table et les diete A l’aulre, 
qui les Ecrit, se reunissent, le calcul sera beaucoup moins faliguant, et le re- 
sultat deaucoup plus sür, que la multiplication ordinaire; car il n’y a ici rien 
a caleuler, il n’y a qu’a lire, de vive voix, et ä ecrire. Donc, dans ce cas 
la table peut Elre elfeclivement d’une veritable et grande utilite pour la pratique. 
On pourroit m@me dire, que les produits, surtout de Zres-grands nombres, 
pourront eire trouv6s de cette maniere plus facilement encore, et incontesta- 
blement avec plus de surete, que par les logarithmes. 

Donc, deja a cause de cette application du theoreme de Mr. Slonemsky, 


ce theoreme est important; mais il peut bien oulre cela &tre encore interes- 
sant dans la theorie de nombres, et y avoir plusieurs autres consequences. 
Berlin au mois de Novembre 1845. 
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16. 
Uber die gleichseitigen Dreiecke, welche um ein 


zegebenes Dreieck gelegt werden können. 


(Von dem Herrn Conrector Fasbender zu Iserlohn. ) 





+ * .. . . a a ‘ 
SB. (Taf. I. Fig. 1.) um ein Dreieck ABC ein gleichseitiges DEF gelegt 
werden, so kann eine Seite DE unter beliebigem Winkel y gegen BC zge- 


zogen werden. Die Länge seiner Seite ist 


a-sing+b-sn(Aa+y- g) 
sin 4 oz & 





Die Lothe, die man durch A, B und Ü auf die zugehörigen Seiten von DEF 
errichtet, schliefsen ebenfalls ein gleichseitiges Dreieck ein. Für seine Seite 
erhält man, wenn man g— 4 an die Stelle von setzt. 


— a:c0sp+b-cos (An +y— ) 
sin 4rz 





Werden die Inhalte der beiden gleichseitigen Dreiecke mit M und m bezeich- 
net. so ist 





en 
Hiernach ist DEF ein Maximum, wenn die drei Lothe sich in Einem Puncte 
schneiden. Dies geschieht fortwährend unter 27, also (vorausgesetzt, dafs 
kein Winkel von ABC gröfser ist als 277) in dem Puncte, dessen Summe 
der Abstände von den 3 Spitzen des Dreiecks ein Minimum ist. Man kann 
daher, wenn dieser Punct gefunden ist, auch das gröfste um ABC zu legende 
eleichseilige Dreieck zeichnen. 


Den Inhalt dieses letztern giebt die rechte Seite von (©.) an. Für 
die Höhe 4 ist also 


NW — a5 — 2abeos(4n+y). 


Dieser Ausdruck mufs hinsichtlich des Dreiecks ABC symmetrisch sein. 
In der That läfst er sich, wenn / der Inhalt von ABC ist, verwandeln in 


1@ 461 0)-L4lsinda 
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Dasselbe ergiebt sich, wenn man 4 construirt. Sind (Fig. 2.) die Dreiecke 
CAG, ABH und BCI gleichseitig, so ist 3@ oder AI die zu construirende 
Linie; beide aber haben mit CHI gleiche Länge. 

Diese drei Linien schneiden sich in einem und demselben Puncte. Ist A der 
Durchschnitt von BG und AI, so ist, der Congruenz wegen, /ZKIC —= KBC; 
also läfst sich durch die Puncte A, B, I und C ein Kreis legen und es ist 
/BKC= 37. Dasselbe gilt von AKC, und es mufs auch nun AKB = 3. 
sein. Daher läfst sich durch 4, A, B und H ein Kreisbogen legen, dad HRA =} 
und CKH==n ist. Die Linie CH geht also durch den Durchschnitt von 44 
und B@; dieser Durchschnitt ist der obige Punct der kleinsten Abstandssumme. 
Überdies ist jede der drei genannten Linien diese kleinste Abstandssumme. 
Wird nemlich um BIC jener Kreis beschrieben, so ist, wo man auch A auf 
dem Bogen BC nimmt, stets 

KB--RC=KlI, 
also 
KA-KB-KC—= Al. 

Die kleinste Abstandssumme des Dreiecks ABC ist also gleich der 
Höhe des gröfsten um ABC zu legenden gleichseitigen Dreiecks. 

Da BG auf DE senkrecht steht, so ist das aus F auf DE gelfällte 
Loth BG nicht nur gleich, sondern auch varallel. Daher ist ferner F'@ mil 
DE, und ähnlich, DH mit EF und EI mit DF’ parallel. 

Iserlohn, im März 1845. 
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7. 


Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. 


(Von Hrn. Dr. Öttinger, Prof. ord. an der Universität zu Freiburg im Br.) 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 16. im dritten und No. 2t. im vierten Heft 26ten Bandes.) 


$. 19. 
Von r Urnen enthält jede a Kugeln, die der Reihe nach mit den Zahlen 
I. 2. 3 4% .... a bezeichnet sind. Aus jeder Urne wird gleichzeitig eine 


Kugel gezogen und nach der Ziehung in die Urne zurückgeworfen. Die Zie- 
hung geschieht pmal. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs k bestimmte 
Kugeln erschienen sein werden? 

Die Zahl der günstigen Fälle, welche bei einer Ziehung aus einer Urne 
eintreffen können, ist 4. Bei ” Urnen wird sich die Zahl auf A” erheben. 
Werden nun p Ziehungen gemacht, so steigt die Zahl der günstigen Fälle 


auf 
A mn (k" PP o— kr. 
Auf gleiche Weise findel sich die Zahl aller möglichen Fälle. Sie ist 


A, = mr. 


/ 


Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 


Diese Gleichung bestimmt die Wahrscheinlichkeit, dafs %k bestimmte 
Kugeln, also nicht mehr als diese Anzahl, erscheinen werden. Es ist also 


möglich. dafs nur eine, oder zwei, oder mehrere, oder alle zugleich, in be- 
liebiger Verbindung erscheinen werden. Sie bestimmt daher zugleich die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs keine von den » —%k übrigen Kugeln darunter enthalten 
sein wird. Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich sofort auch die Wahrschein- 
lichkeit. dafs unter den obigen Verhältnissen in #p Ziehungen keine von k 
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bestimmten Kugeln erscheinen werde. Sie ist 
m — k\'P k \’p 
2. m == (==) ——— (1 — —) E 


m m 


Diese Gleichung führt zu der entgegengesetzten Wahrscheinlichkeit 


3. w—|1-— Te 


m 
Sie bestimmt die Wahrscheinlichkeit, dafs nicht keine von k bestimmten Kugeln, 
also dafs eine, oder zwei, oder mehrere, oder alle, ein- oder mehreremal, einzeln, 
oder in Verbindung, nicht nur unter sich, sondern auch in Verbindung mit den 
übrigen, oder dafs von % bestimmten Kugeln wenigstens eine einmal, oder 
mehreremal erscheinen werde. Setzt man k= I in (3.), so ist 
4. w—=|— > — FM. 


m 





Diese Gleichung giebt die Wahrscheinlichkeit an, dafs unter den obigen Bedin- 
gungen eine bestimmte Kugel wenigstens einmal erschienen sei. 


Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit. 
dafs nach p Ziehungen A bestimmte Kugeln zugleich und darunter jede wenig- 
stens einmal erscheinen werden? 


Diese Wahrscheinlichkeit wird sich bestimmen lassen, wenn wir von der 
Anzahl derjenigen Fälle, in welchen eine bestimmte Kugel wenigstens einmal 
erscheinen wird, aus- und von ihr zu jeder von den übrigen k bestimmten 
Kugeln übergehen. Die Zahl der Fälle, in welchen eine Kugel wenigstens einmal 
erscheint, ergiebt sich aus (4.), wenn die Anzahl der Gruppen (m —1)’? von der 
Gesammizahl m’? abgezogen wird. Dies führt zu folgendem Ausdrucke: 


m? — (m—1)'?. 
Da nun % bestimmte Kugeln in Betracht kommen, so erhält man 
A, = m?’ — k(m—1)”. 
Diese Bestimmung rechtfertigt sich leicht durch die Gleichung 
A, = P'[1, 2, .... m]? —ıPT?, 3, .... m]? 
— ?P'[1, 3, 4, .... nm]? 
— 3P'[1, 2,4, ....n]” 


—kP'[1, Y,o..hk—l, k--1,...m]?. 
Man bemerkt leicht, dafs hierdurch zu viele Gruppen ausgeschieden worden 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 3. 30 
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sind. Der Überschufs mufs bestimmt und dem vorstehenden Ausdrucke zugezählt 
werden. Das angegebene Schema zeigt, dafs a—‘? Kugeln unter je zwei Gruppen- 
Anzahlen zugleich, also zuviel ausgeschieden wurden. Unter 1P'f2,3,.... n]” 
und 2P’[ 1,3,.... |’? ist nämlich die gleiche Gruppen-Anzahl P'[3,4,..... n]”., 
unter 1P'[2,3,.... m]? und 3P’'[1,2,4,....22]” die Gruppen - Anzahl 
P'|?,4,5,..... m]'” u. s. w. ausgeschieden worden. Die Vereinigung aller 
dieser zuviel ausgeschiedenen Gruppen führt zu folgendem Ausdrucke: 


k(k—1), PER 
a er it 


Durch das Zuzählen dieses Ausdrucks ergiebt sich selbst wieder ein Überschufs 
in der günstigen Gruppen- Anzahl. Diesen hat man auf ähnliche Weise zu 
ermitteln. Setzt man diese Schlüsse fort, so erhält man folgenden weiter aus- 
zuscheidenden Ausdruck: 

k(k—1)(k—2) 


l-2-5 





(m — 3)”. 


Durch Forisetzung dieser Bemerkungen entsteht endlich folgender Ausdruck. 
welcher die der Ziehung günstige Gruppen- Anzahlen in sich begreift: 


x ‚ y } k? | —1 . kı- 
5. J= Wr — ka-Üri Ta Mae 
\ / \ \ 1’ | 1 


Lv” irn 


(I Gr (m — er, 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 


i m--1\P?, AI-1 /m—D\7P RI-1 ‚m—3\’P m— k\'p 
v. w— 1—k( ) r ( ) A (=) FH ') { 


m 211 m >14 m | m 














oder. wenn man den Ausdruck durch Unterschiede zu Hülfe nimmt: 


S* (m — k)'p 
m’P ; 


m. w — 





In diesem Ausdruck sind A und m in so weit von einander unabhängig, als A 
nicht gröfser als m werden kann. Dasselbe gilt von k und rp. Für k= m 
wird aus (6.) und (7.) | 














Ar Or m—1\’? ,„ m?I-l (m—2\'P ' I \’P 
3. ww = —— = Im =) 1 ( ) — ....(—1)" (>) ' 
m’P m a: a m m 
Selzt man rp = m, so geht (8.) in 
AD" 1-2:-3: m 
9. mw = - == 
m” m” 


über; wie bekannt. Es ist klar, dafs alle die vorstehenden Gleichungen auch gelten, 
wenn nur eine Urne vorhanden ist, worin sich m, mit den Zahlen 1, 2,3,....m 
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bezeichnete, Kugeln befinden. Die Zahl der Ziehungen wird dann rp sein. 
In diesem Fall kann sogar an die Stelle von rp jede beliebige Anzahl von 
Ziehungen gesetzt werden. 


Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit. 
dafs gerade g verschieden bezeichnete Kugeln (nicht mehr und nicht weniger) 
erscheinen werden ? 


Diese Frage beantwortet sich dadurch, dafs wir die Zahl der günstigen Fälle 
bestimmen, wo gerade g verschieden bezeichnete Kugeln aus einer Urne gezogen 
werden können, in welcher 4 verschiedene Kugeln enthalten sind. Diese Gruppen- 
Anzahl ergiebt sich aus (5.), wenn dort a—=k==g gesetzt wird. Hiernach ist 


3| -1 


rp rp er G%\rp ‘ / ir / \c 
A = 9799-4 Gr Nr — Sr + ır 


Die hiedurch ausgedrückte Anzahl kann so oft erscheinen, als sich Gruppen 
zur gten Classe aus m verschiedenen Kugeln bilden lassen. Danach ist die 
dem Ereignisse günstige Gruppen - Anzahl: 











mI\-! ii: q 1 mıı-ı 
), 2 ve [ rp { rp _ E DEE [ ae: ') rp un 2 P AI rp 
1 4 qyııt q ug 1, 211 4 2) a a gg A 0” 
md I -1 
u ATUYP 


Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 


| 48 md [( q )" Ka er Pe: 
Id, ee oe a u Yen Erin 


m”—I | -1 RO 
179 ji ; m’? . 








| 





Durch Beantwortung der vorliegenden Frage wird auch die folgender 
möglich werden. Wie grofs ist unter den genannten Bedingungen die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs wenigstens g verschiedene Kugeln in » hinter einander 
folgenden Ziehungen aus r Urnen erscheinen werden? 


Die Bestimmung der Anzahl der dem Ereignisse günstigen Fälle beruht 
darauf, dafs man die Zahl der Fälle angiebt, in welchen gerade g, oder g--1. 
oder 9-+-?2 u. s. w., oder endlich »= verschieden bezeichnete Kugeln erscheinen 
werden. Sie wird gefunden, wenn m, m—1, m—?,.... 9-1, g stalt g 
in (10.) gesetzt wird. Durch Einführung dieser Werthe entsteht folgende 
Zusammenstellung: 


30 * 
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2-1 
A — nm?” —  m(m-I)P-- —r (n-?)’? — _ (m-3)r +. 
r u an, 
-m en L)’P — ar, n-2)?-+ nn - (m-3)?— wi mr...) 
m’ due m n . (m—2)? 2 
BErETE r|em-2 r a NE 3) de area -4) Per — gan m (4) P+.. i 





m”gi- rp 4 rp gr ‘y\r pi N 
RR eig 48 q2lı (g— 2)"P An weye$t...] 











Dieser Ausdruck scheint zwar ziemlich weitläuftig. Er läfst aber viele Re- 
ductionen zu, wenn die schiefliegenden Glieder in den Reihen zusammengestellt 
werden. Dies giebt 


m(m—1) — m(m—1)? = U, 
nal be = | 2]-1 . 
. (nm — 2)? — m — Y)r+(nm—2Y)?] = ar IN’ ana? N), 


ml -1 


> ; x / Q\r / . R 
ar [eR-3)’—3(m-3)? +3 (m-3) P+-(m-3)'?7] = a (l— I)’ (m— 3)? — 0), 


mmol T 2|- 1 pe 3]- 1 


Pin ir Ber mr-gı-1 2 
pr-qil [yr—gg”+ ?n ” "pr + or — Tag —(I- 17. g’P —— (), 


| 
| 





Es verschwinden also alle in dem obigen Ausdruck schief liegende Glieder, bis 
zu dem zweiten in der letzten Horizontalreihe; denn sie führen die vollständige 
Entwicklung des Binomiums (1—1)* =0 mit sich. Vom zweiten Gliede der 
genannten Horizontalreihe an sind sie nicht mehr vollständig. Dennoch kann 
man sie als vollständig betrachten, wenn man nur, um den dadurch entstehen- 
den Fehler wieder gut zu machen, die fehlenden Glieder mit den entgegen- 
gesetzten Zeichen zuzählt. Dieses giebt folgenden Ausdruck: 


mm-g+H1l-1 mm-g+ll-1 











1 m-g+ill i ( | er I ” urr 1] 6: 1 oe Lara yrgtilt fi; Ken 
mm-g+t2l-1 ie m—q+2 bie m—gq+1l mr-gt21-1 , 
ym-gtr2l I ums 1) rt + rn | (9—?2) — ee j m-g+211 (9— 2) j 





mmr-7+21- rar [+ eot3sn 1-+ m—q+3 _ (m—g+3)?- -] (4— 3)’P 


17-9+2 l ae ri 211 
(m—g+1)?1 mtl 





PN 12 * Im-7H5]1 (4—3)?, 
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Die in Klammern eingeschlossenen Facultäten lassen sich nämlich nach der 


der Gleichung 

















geil gell > si ir (s—1)*1-1 
l —8+ 211 07a + Er (—1) el . GA) qxil 
summiren. Die dem Ereignisse günslige Anzahl ist demnach 
an cu 205 vn m—gq+1 mr-gt2l-1 ch 
12. A —m nn r-g+tilt (g— ) P-+- 1 2 r-4+211 (9— 2) r 
(mg mmattt | (mogHljl mmhl, 
. q21 . ym-g+3ll (9-3) P+- >11 . mg (4—#) dl —_ 





Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in O übergehen, oder negaliv werden 
sollte. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 














1 3 a 0 l mm-g+1-1 a m—q+1 mr -g+r2l-1 (e= ie 
gr jr r-g+1ll ( m $ 1 e yn-g-+r211 m 
(m—q-+1)? mmtrBl-1 (87) rp 
q21  Im=g+3l1 m + U 


oder 
a mm-gi-1 1 gl rp g-1 7-2 rp (g-1)?-1 1-3 rp 
zu larira | m ) Ta m ) r 1?!!(m-4+3 ( m ) | 
Aus (13.) oder (14.) läfst sich unmittelbar die Wahrscheinlichkeit ab- 
leiten, dafs höchstens g verschieden bezeichnete Kugeln in 7» Ziehungen er- 


scheinen werden. Es ist „+1 stalt g zu setzen und das Resultat von der 
Einheit abzuziehen. Die fragliche Wahrscheinlichkeit ist 


na q Y- m-q mmHl-i Ay; (m-q)°" sahne m; a En 


malt m 1 yr-g+ll m q21 + r-y+ m 




















15. m = 


Die hier gefundenen Gleichungen lösen zugleich Probleme aus der Com- 
binationslehre auf. Werden nämlich die Versetzungen mit Wiederholungen aus 
ın Elementen zur (rp)ten Classe gebildet, so giebt die Gleichung (5.) die Anzahl 
der Gruppen an, in welchen % bestimmte Elemente zugleich und unter diesen jedes 
wenigstens einmal vorkommt; die Gleichung (10.) giebt die Anzahl der Gruppen, 
in welchen gerade g verschiedene Elemente, nicht mehr und nicht weniger, vor- 
kommen; die Gleichung (12.) giebt die Anzahl der Gruppen, in welchen wenigstens 


y verschiedene Elemente vorkommen, und der Zähler in der Gleichung (15.) oder 


mm-gl-1 . m-q mm-g+1l-1 . (m-g)? mm-9+21-1 nd 
16. 4 FR mg q Fre 1 z yr-g+rill (—1) Pr 21 r ym-gr2ll (4—2) Res 








giebt die Zahl der Gruppen an, in welchen höchstens g verschiedene Elemente 
erscheinen. 
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$. 20. 


In einer Urne sind m verschieden bezeichnete Kugeln. Man nimmt 
r Kugeln einzeln, oder auch auf einmal heraus, und legt sie nach der Ziehung 
in die Urne zurück. Dies Verfahren wird pmal wiederholt. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit. dafs die gezogenen Kugeln nur A bestimmt bezeichneten 
zugehören werden’? 

Die Zahl der Fälle, in welchen r Kugeln aus k Kugeln mit bestimmter 


. . . jet . . r . 
Bezeichnung erscheinen werden, ist Tr’ Wird dies Verfahren pmal wiederholt. 


so steigt die Anzahl auf 


= u ee a ..(k—r Im 


pri u Mi or 





Die Zahl aller möglichen Fälle bei »pmaliger Wiederholung ist 


2. eh re. ([mrmtie — 9)... (m—r— 1) )' 
u .. Ley ve 





Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 


1. w— Te m: ER ( k(k—1)- + (k—r+1) ) 

m, m(m— 1). (m—r+1)/ 
Diese Gleichung zeigt an, dafs wenigstens r Kugeln von k bestimmten erscheinen 
werden. Dabei können gerade v, r-+-1,r-+-?,.... oder alle fraglichen Kugeln 
erscheinen. Das Erscheinen von einer der übrigen m —k Kugeln ist hiebei 
ausgeschlossen. Daraus findet sich auch die Wahrscheinlichkeit, dafs keine von 

/; bestimmten Kugeln in » Ziehungen erscheinen werde. Sie ist 








2 jo (rennen a A 

Ren m(m — 1) (m — 2) (m—r-+1) 2 
Zieht man diese Wahrscheinlichkeit von der Einheit ab, so erhält man die 
Wahrscheinlichkeit, dafs von % bestimmten Kugeln wenigstens r verschiedene 
ein- oder mehreremal erscheinen werden. Sie ist 


3. w—=1-— Ir 7 


Das Mit-Erscheinen der übrigen (n—k) Kugeln ist in dieser Gleichung 
nicht wie bei (1.) ausgeschlossen. Hiebei versteht es sich von selbst, dafs 
k<ın sein mufs. Wird A= 1 in (3.) gesetzt, so erhält man 











1 wegen PL + men cn sa ae 4 Ba man 


mn 


m(m—1) (m—r-+1) 
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Diese Gleichung bestimmt die Wahrscheinlichkeit, dafs unter den genannten 
Bedingungen eine bestimmte Kugel wenigstens einmal erscheinen werde; wobei 
natürlich andere Kugeln mit erscheinen müssen. 

Der Zähler in (3.) 


R ae m-1 [ a 
2. use 2 lt J)... rl 


giebt die Anzahl der Gruppen, in welchen x Elemente aus % bestimmten we- 








nigstens einmal erscheinen, wenn die Verbindungen aus mr» Elementen zur rten 
Classe gebildet und die Gruppen dieser Classe pmal aneinander gereiht werden. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dals % bestimmte Kugeln, jede wenigstens einmal erscheinen werden? 

Diese Frage läfst sich auf ganz ähnliche Weise wie bei (6.) im vori- 
gen Paragraph beantworten. Von der Zahl der Fälle, in welchen eine be- 
stimmte Kugel wenigstens einmal erschienen ist, läfst sich leicht auf die über- 
gehen, wo %k bestimmte Kugeln erscheinen. Es ist zu dem Ende in der 
Gleichung (5.) k= I zu setzen und dann der zweite Ausdruck mit k zu ver- 
vielfachen. Hiernach ist 

PRO u ART (0 2 

Durch den zweiten Ausdruck in dieser Darstellung sind zu viele Grup- 
pen ausgeschieden worden. Die Anzahl läfst sich mit unbedeutenden Mo- 
dificationen aus dem im vorigen Paragraph zu No. 5. angegebenen Schema 
ermitteln, wenn Verbindungen ohne Wiederholungen stalt Versetzungen mit 
Wiederholungen gesetzt werden. Unter je zwei Kugeln werden die gleichen 
Kugeln zugleich und dadurch so viele Kugelgruppen zu oft ausgeschieden, als 


sich 2 —2 Kugeln zur rten Classe, pmal wiederholt, gruppiren und k Ele- 
mente sich paarweise ordnen und mit ihnen verbinden lassen. Diese Anzahl 





ist in folgendem Ausdrucke enthalten: 
121-1 (et 2) (m — 3). (m—r — DyP 
12 Fe ’ 


Fährt man mit dieser Ausscheidungsweise fort, so ergiebt sich folgende dem 
Ereignisse günstige Gruppenzahl: 


Fa MT et a a) ea 
). —TLpi u: pt galt ul — 5]1 al LAS EN 


oder, wenn man die Darstellung durch Differenzen benutzt: 


T. A= End: 























ll 
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Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 


di mI-ı\Pp k [(" m — 1 r|- 7 m er; JBl-1 u P | 
0 (or) Be ‘ m —) “= 1211 m ) BEN m ] “ Fond 
4* [(m—kır'-1] 
m’ \-1]p I 











oder auch in entwickelter Darstellung: 


’ PUPMR® SL Zu get 121-1 it a T- R3i-1 fees IT: Rn. 
G, ww. 3 k( - gan = EI) ._ N 


It k—= m, so erhält man aus (8.) und (9.) 
Ir (Orl-1) ber Ir ((— r+1)!)Pp 


mp — Im App 
m—r\P , mr /m—r\ HP  miHAr/m— r\I-17P 
— 1m m ) pn (( m ) I= 1311 ( m ) IE 
Diese Gleichung bestimmt die Wahrscheinlichkeit, dafs alle Kugeln erscheinen 
werden. Die Reihen (8.), (9.), (10.) brechen ab, wenn ein Glied negativ 
werden oder in OÖ übergehen sollte. 


Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs gerade 4 verschiedene Kugeln, nicht mehr nicht weniger, erschei- 











iD we = 














nen werden? 

Enthielte die Urne nur g verschiedene Kugeln, so ergäbe sich die Zahl 
der dem Ereignisse günstigen Fälle aus (6.), wenn m=g, k=g geselzt 
wird. Demnach ist 


yı- 1 q 1— 1)’ |-1 1p gl (g— 21 p 
wm = [m] - FE ur + rm | pi | 2 ug 
Die Anzahl ist so oft möglich, als aus einer Anzahl von m Kugeln Gruppen 


gebildet werden können, welche g Kugeln in sich begreifen. Hiernach geht 
der vorstehende Ausdruck in folgenden über: 


a; er. mr\-1 de 1-p q q—1)- pl un be yrI-1 
1 l. A u alt ym-gll [? ul I- AL ul I+ TEL pi I | 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 


2 0 ET TE T- 


mal-1 Aa (Ori-tp 
19 (mri-1p 
































Die Bedingungen sind noch immer dieselben. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs wenigstens 4 Kugeln erscheinen werden? 
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Die Beantwortung dieser Frage beruht darauf, dafs die Anzahl der 
Fälle bestimmt wird, in welchen gerade g, 4-+-1, 9--2..... oder » Kugeln 
erscheinen werden. Setzen wir zu dem Ende allmälig die genannten Werthe 
statt qg in (11.), so erhalten wir folgende Zusammenstellung: 





























‚|-11p En ’|-171p 2j-1 PAIR); r|-177p 
A — rl .— e nr | T. En % = ] wehrt 
a are! 12 »— [- (m — 2)’ |-11P L (m — 1)?1-1 be ; 0 BEE ih t 
it yı | q2 11 | p1-1 
| mi-ı - fie m—2 ET (m — 2)?1-1 m T- 
io q2u — 1 Tl 5 rEIn { pi u 

















m; ey a Kreta Y. L pi „ (u: 2) T 

rl pi 1 pl EL pi 

denn es kommen nach der Bedeutung der Frage m —g--1 Fälle in Betracht. 
Werden nun die Glieder dieser Reihen in schiefer Richtung zusammengezählt, 
so ergiebt sich eine ganz ähnliche Reduclion, wie bei der Entwicklung der 
Gleichung (12.) $. 16., und wir erhalten für die dem Erfolge günstige 
Gruppen- Anzahl: 


TER Te 1 mtl (y—1) yrI- -T4 erg m-4 +2]-1 ezarY 


rt yr-g+Halt qrıı rat? pri! 














_ (Betty errrtfg— y ee 


1 yr-gtH3ll rt 


Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs eintreffen werde, ist 
4. 021-7) Hl T 
ee Er 4... 
1 - ar nn g+1 (7 " ) J 2; I z [= )r 


een (=) T- PRrN | 


Zieht man die Gleichung (14.) von der Einheit ab, und erhöht dann g um die 
Einheit, so ergiebt sich daraus die Wahrscheinlichkeit, dafs unter den oben 
genannten Bedingungen höchstens g Kugeln erscheinen werden. Sie ist 


u mr-9\-1 [( q yF m—q nd 1— by p 
15. vw — rat m . 1 y yr-g+H1ll ( m | 


r Fark [( A. one 
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Alle diese Reihen brechen ab, wenn ein Glied in 0 übergehen oder negaliv 
werden sollte. 

Die Gleichung (9.) läfst sich, wenn a und a —r nicht unbedeutende 
Zahlen vorstellen, näherungsweise auf ‘einen kürzeren Ausdruck bringen. Man 
kann dann nämlich ohne grofse Abweichung vom richtigen Werthe statt der 
Facultäten Potenzen einführen. Der im Zähler und Nenner der einzelnen Aus- 
drücke begangene Fehler wird sich durch diese Reduclion wieder etwas aus- 
sleichen, besonders auch aus dem Grunde, weil die Perioden der Reihe stark 
convergiren. Die Gleichung (9.) geht in folgende über: 


m—ır\P , Kili/m—r\r? MBlilm— r\? | 
0 = 1 {Roy men? krimone 
m gr m j>11 m | 


Ä 0 A LA mL \r]% 
Diese Reihe fällt mit dem entwickelten Ausdruck des Binomiums [ Ä (=) | 
N 





zusammen. Demnach ist nahe genau 


16. w — ı — (m Yy]. 


Die Gleichung zeigt, wie die in ihr vorkommenden Gröfsen von einander 





abhangen, und wie sie also auseinander abgleitet werden können. Setzt man 


% — [ı- fe ty}. 
t m 


Hieraus kann die Zahl der Ziehungen gefunden werden, die geschehen 
müssen, um einen beliebigen Grad von Wahrscheinlichkeit zu eriangen, dafs %k 


Ss n 
w == T „so ıst 


bestimmte Kugeln erscheinen werden. Es ist 


k k k 
logyt —log(yt—ys) 


logm — log (m —r) ' 





17. pP» 


Soll die Zahl von Kugeln angegeben werden, die nölhig ist um irgend 
einen Grad von Wahrscheinlichkeit zu haben, dafs sie in » Ziehungen erscheinen 
werden, wenn in jeder Ziehung # Kugeln aus der Urne genommen und nach 
der Ziehung in dieselbe zurückgelegt werden, so ist 


logt — logs 





8 ee 





plogm — log [mp — (m — rP] ' 


Soll endlich die Zahl der Kugeln bestimmt werden, die zusammen in jeder 
einzelnen Ziehung herausgenommen werden müssen, um bei einer bestimmten 
Anzahl von Kugeln und einem bestimmten Grade von Wahrscheinlichkeit das 
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Erscheinen von % bestimmten Kugeln erwarten zu können, so ist 


A A 
logt , log(Yt— vs) 


kp p i 











19. log(m—r) — logm — 


oder auch, da »n bekannt ist, 








k k 
9. AR m—p[logın — or 1. Zn]. 


Diese Gleichungen gelten noch immer, wenn mx statt k gesetzt wird. oder wenn 


alle Kugeln in Betracht kommen. Es ist demnach aus (17.) 


log (VL—Ys) 


logm — log (m — r) " 





21. a log Ye— 


Im Lottospiele kommen bekanntlich 90 Zahlen vor, von denen fünf in jeder 
Ziehung herausgenommen und nach der Ziehung in die Urne zurückgelegt werden. 


. s u 
Selzt man nun in (21.) a —=90), r—5, und dann 4 und $ statt 7, 50 ergiebi 


sich die Zahl der Ziehungen, welche gemacht werden müssen, um die Wahr- 
scheinlichkeit 4 und } zu erlangen, dafs alle Kugeln erscheinen werden. 
Man kann demnach I gegen I wetten, oder man kann mit der Wahrschein- 
lichkeit 4 erwarten, dafs alle Nummern in 55,77 Ziehungen erscheinen werden: 
man kann ferner 3 gegen I, oder mit der Wahrscheinlichkeit $ welten, dafs 
sie in 101 Ziehungen erscheinen werden; endlich kann man 999 gegen I oder 
mit einer Wahrscheinlichkeit 0,999 weiten, dafs sie in 200 Ziehungen er- 
scheinen werden u. Ss. w. 

Besetzt Jemand drei bestimmte Zahlen so oft im Lottospiel, bis er mil 
der Wahrscheinlichkeit 4 erwarten kann, dafs sie erschienen sein werden. so 
ist » — 27,61 nach (17.), und es müfste Jemand ungefähr 2Smal die nämlichen 
drei Zahlen besetzen, um I gegen I auf das Gelingen wetten zu können. 
Hätte Jemand fünf bestimmte Nummern besetzt, so müfste er ungefähr A41mal 
(40,66) seinen Satz wiederholen, um I gegen I auf das Gelingen welten zu 
können. Benutzt man die Gleichung (20.) und setzt k = 90, p = 50, s— 3. 
!— 4, so ist die Zahl der Kugeln (7), die in jeder Ziehung herausgenommen 
werden müssen, 11,45, um 3 gegen I wetten zu können, dafs in 50 Ziehun- 
gen alle 90 Nummern erscheinen werden. Wünscht Jemand zu wissen, wie 
viele bestimmte Kugeln (4) er wählen mufs, um die Wahrscheinlichkeit 3 zu 
haben, dafs sämmtliche bestimmte Kugeln in 50 Ziehungen erscheinen werden, 


so giebt die Rechnung 11,27 für die nöthige Anzahl; nach (18.). 
31 * 
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Die hier gefundenen Gleichungen lösen zugleich Probleme aus der Combi- 
nationslehre auf. Werden die Verbindungen ohne Wiederholungen zur rien Classe 
gebildet und dann pmal an einander gereiht, so giebt (6.) die Anzahl der Gruppen, 
in welchen A bestimmte Elemente wenigstens einmal vorkommen; No. 11. giebt 
die Zahl der Gruppen, in welchen gerade y verschiedene Elemente vorkommen 
(nicht mehr und nicht weniger); No. 13. giebt die Zahl der Gruppen, in welchen 
wenigstens g verschiedene Elemente vorkommen. Der Zähler der Gleichung (15.) 
giebt die Zahl der Gruppen an, in welchen höchstens 4 verschiedene Elemente 


erscheinen. Er hat folgende Gestalt: 


29 4 e rn gl- I yIıTy p 4, mmg+tii-1l [= p)r1-1 Y 
u. L ns — gi qrıl 1'- g+ ilı jrll 


(m — qm „m-g9+2|-1 [ua Yyrı- Dr 
u 2! n ir y+2]1 UML Det 
Hiermit ist $. 37. meiner Combinationslehre zu vergleichen. 
Die in diesem und dem vorhergehenden Paragraph behandelten Probleme 











gehören, wie man leicht erkennt, zusammen; weswegen sie auch hier zusammen- 
gestellt sind. Kuuler hat einige von den in diesem Paragraphen mitgelheilten Glei- 
chungen in „Opusc. analyt. T. II. pag. 337” entwickelt, und nach ihm Zaplace 
in seiner „Theor. anal. d. prob. pag. 191.” Euler hat seine Entwicklungen auf 
Combinaltionen gegründet, Laplace auf endliche Differenzen. Ersterer hat die 
Gleichungen (10.) und (14.), letzterer die Gleichungen (8.) und (10.) unter einer 
andern, aber weniger zweckmälsigen Form mitgetheilt und dann seine Aufmerk- 
samkeit zwei Anwendungen zugewendel, von welchen die eine auch hier behandelt 
st. Die übrigen, in beiden Paragraphen entwickelten Gleichungen finden sich, aufser 
einem besonderen Falle der Gleichung (17.), in den dort angeführten Werken 
nicht. Die Frage: wie viele Ziehungen im Lottospiele gemacht werden müs- 
sen, um bei einer Wahrscheinlichkeit 4 erwarten zu können, dafs alle Kugeln 
erscheinen werden, behandelt ZLaplace auf zwei Arten und findet die Zahl 
der erforderlichen Ziehungen das einemal 55,53, als das von ihm bezeichnete 
sichere Resultat, das anderemal 85,204. Hier ist 85,77 gefunden. Bei An- 
wendung der Gleichung (10.) auf den Fall, wenn m eine sehr grofse Zahl 
bedeutet, legt Laplace pag. 198 die Reihe 


) 2/-1 
m re rn m’! (m Er 3 _ IV 
pn \ 4 mp 


1—m( 


m 


DB 





Grunde, setzt sie dem Binomium 1 (= Sy}: gleich, und macht da- 


bei in so weit eine unrichtige Annahme, dafs er von der Gleichung (10.), also 
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von der annähernden Reihe 


m—ır\P , mlır/m—r\?1P 
1a) 4 Er It IL", 
m ga m 


m — ır\P 1” u . 
= )] zusammenfällt (welches ein specieller 


Fall von No. 16. ist) hälte ausgehen sollen. Hierin liegt wohl auch der Grund 
der Differenz des hier gefundenen Resultats mit dem von Zaplace gefunde- 
nen (85,204). 

Mehrere von den Entwicklungen dieses Paragraphen sind schon früher 
von mir in diesem Journale mitgelheilt worden. In _den Gleichungen (256.) 
und (257.), welche hierher gehören, sind Unrichtigkeiten stehen geblieben, 
die nach der Gleichung (14.) dieses Paragraphen zu berichtigen sind. 








die mit dem Binomium ı—-( 


$. 21. 

In einer Urne sind r, verschiedene Kugeln, die ein und dasselbe Zeichen 
haben, r, die ein gleiches, aber ein von dem vorigen verschiedenes, r, die 
ein gleiches, aber ein von den vorigen verschiedenes Zeichen tragen u. s. w.. 
endlich, r, Kugeln, die ein gleiches, aber ein von den früheren verschiedenes 
Zeichen haben. Man nimmt zwei Kugeln einzeln heraus, und bemerkt ihre 
Zeichen. Darauf werden p Kugeln einzeln herausgenommen und ihre Zeichen 
angemerkt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dals eine Kugel, welche 
das Zeichen der erstern trägt, früher erscheinen werde, als eine Kugel, welche 
das Zeichen der zweiten trägt? 

Hier wird vorausgeselzt, dafs die zwei zuerst gezogenen Kugeln ver- 
schiedene Zeichen haben. Die zwei Kugel- Arten, denen die gezogenen 
Kugeln angehören, sollen r, und r; heifsen. Die Zahl aller in der Urne ent- 


haltenen Kugeln sei 
sert-nınr tn -....Hrn 
Sind zwei Kugeln gezogen, so werden noch s— N? Kugeln in der Urne 
zurück und von der einen Art r,— 1, von der andern r,— I darunter be- 
griffen sein. Die dem Erfolge günstigen Fälle beruhen nun darauf, dafs eine 
von 7,— 1 Kugeln in der ersten, zweiten, dritten, u. s. w., pten Ziehung 
erscheinen werde, ohne dafs vorher eine Kugel von den beiden fraglichen 
Kugel- Arten erschienen ist. 
Diese Bemerkungen führen zu folgenden Bestimmungen: 
a. Eine von r,—1 Kugeln erscheint in der ersten Ziehung. Die Zahl 


der günstigen Fälle ist »,— 1. Ihr können die übrigen s— 3 in der Urne 
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zurückgelassenen Kugeln in allen möglichen Zusammenstellungen durch » — I 
Ziehungen folgen. Die Zahl der günstigen Kugelgruppen ist 


j u, ; Ru. zu j FR } Zr u 
4, — it Ss -3) mas (r.—1){s—3) ES k 4-7 ,—7,) k 
b. Eine von r,— I Kugeln erscheint in der zweiten Ziehung. Die 


Zahl der günstigen Fälle ist r,— 1. Keine von r,—1 und r,— 1 Kugeln 
darf in der ersten Ziehung vorausgegangen sein; folgen können alle von s— 4 
in der Urne zurückgelassenen Kugeln in den p—? spätern Ziehungen. Die 
Zahl der günstigen Kugelgruppen ist 


p—3]—1 
A, 2 (S-r,—Tr)(rz—l) s—4#) 
”- tr, p-r -r,+42j-1 
— (r,—I)(s—4): k (S—-r,—r,) 8 k 
c. Eine von v—1 Kugeln erscheint in der dritten Ziehung. Kugeln, 


welche das Zeichen der einen oder andern Art tragen, dürfen nicht vorher- 
gegangen sein. In den spätern p—3 Ziehungen können Kugeln aller Art 


s— 5 erscheinen. Die Zahl der günstigsten Fälle ist 
2J—1 rp4—1 
u——— f » . / U r 
A, = (sor,r) (6-5) 
u p-r ur? +2j—1 


*F 
ze (r.—1)(s—9) 5 (S s—T, RW, 4 k 
Wird auf diese Weise mit Ermittlung der günstigen Fälle fortgefahren, 


so ergiebt sich 


1 L Sı-1, v ‚p-5l-1 
4, = (s—r,.—r}) ur s—b, 
r+r,—3l-1 por —r +#2-1 
e 2 \f$ \ g k f. k 
: (r,—1)(s—6) (S-r,—ri) 
u.s. w.. und endlich 
‚li a 
A,-ı — (S—9 Pi) (r.—1) 
r tr, 3-1 R Pr d \i zn. Kl 


mm 1 1)\s—p—?) 8 ($—-7,—T} ) s 


J 
Die Zahl aller dem Erfolge günstigen Fälle ist demnach: 


, \ 5 ‘ -1i—1 | . au 1 4 j \ 
1. A=(r, lee 3) HL (ls HP sr, —r) 
/ 


].fe__sYyA-1/o__ Br 2j-1_|_ ZU \p-1|-1 
I OF \s T, r,) | sr r.—r,)? | ]; 


l 





oder, anders ausgedrückt: 
Be —-r, —2j—1 r er —3l— r „tr ‚> 
’ k h | 
2, A == m, —t, \s—F, —r,) I(s— 3’ L(s—4)8 it 


Fa le 
Era be > 
Die Reihe in No. 2.,. welche in Klammern eingeschthehäh ist, läfst sich leicht 
summiren und man findet: 


Per; —r r +r Fra Du 


+1 1 
[s-97:* 





3. A=(r,-Is-r,—r,) 


pe] 


r,t+ri—2 
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Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn durch die Zahl aller mög- 
lichen Gruppen (s— 2)?! dividirt wird. Sie ist 











4. w=(r,—I| 1 , $=r-r) , (born | S—-r3—rı)P! 
| = 1, DI Ga a ee er: 
s—2 (s—2) (s—2) (s— 2) 
P r +r, —2l—1 

m ro—1 (s—p—2)8 4 | 
I. w—=— — — I 1 

"ot rk —2 (s es yy'g" 2 Sad Bl 
Die Gleichung (3.) gilt, so lange p--2?  r,-+r, ist; wie leicht zu sehen. 


Werden alle Kugeln gezogen, so geht (5.) über in 


va— 1 
hr 


Was hier von den Kugeln mit dem einen Zeichen gesagt wurde, gilt 


6 A BI I 





ebenso von denen mit dem andern. Die Wahrscheinlichkeit, dafs eine Kugel mil 
dem zweiten Zeichen vor einer mit dem ersten Zeichen in » Ziehungen erschei- 
nen werde, ergiebt sich, wenn r, an die Stelle von r, tritt. Aus (5.) ist 


r +r —2]—17 
- hund. s—p—2\5 * 
. > —I1— 
Votrk —) s— ) 


r—1 
Yo+rr—2 


Diese Gleichungen lassen sich auch auf andere Art darstellen, wenn 








Aus (6.) ist 





S, w =— 


die gezogenen zwei Kugeln, oder mehr als diese, aus dem Calcul weggelassen, 
oder wenn zwei bestimmte Kugel- Arten vor dem Beginne der Ziehungen be- 
zeichnet werden. Nennt man die Zahl der in der Urne befindlichen Kugeln m, 
die der beiden in Frage stehenden Arten z und y, so ergeben sich folgende 
Ausdrücke für die angegebenen Wahrscheinlichkeiten: 


x m— p\*tY!-1 
. vo = [1 (FT ], 
x+Yy m Ä 
- 
10. w= —-. 
2 
Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit. 
dafs aus einer Urne, welche s Kugeln von den oben bezeichneten Eigenschaf- 


ien enthält, eine von 7, bestimmten Kugeln als erste, eine von r, bestimmten 
Kugeln als zweite, und dann eine Kugel der ersten Art von einer der zweiten 
in p nachfolgenden Ziehungen erscheinen werde? 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn das in (4.) oder (5.) 
gefundene Resultat mit der Wahrscheinlichkeit, zwei Kugeln von den genann- 
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ten Arten und in bestimmter Ordnung als erste und zweite erscheinen zu sehen. 


verbunden wird. Sie ist 


- . ” ' 
Yo rı(re—1) paar 
11 were | 
sn (Yo 7 k Ba 2) Ss — r 


. .,\21-1 a -1j-1 
12 ‚ _ Ferrrlrg—1) 1-1 Sr ı (Sort MO (sr rap" 
wor U — 43 l ‘> 7 2 1 . : . 
r ı) ‘ Ss 3 \ . $ 2 


Werden im eh nur pP RE gemacht, so ist in diesen Gleichungen 

















pP — 2 stall » zu selzen. 

Die Bedingungen sind wie oben. Drei Kugeln von verschiedenen Zeichen 
sind erschienen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine Kugel, welche 
das Zeichen der ersten trägt, in » Ziehungen eher als eine, welche das Zeichen 
der beiden übrigen trägt, erscheinen werde? 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich nach Analogie der in 
a,b, c..... gemachten Schlüsse sehr leicht. Nennt man die Zahl der in Frage 
stehenden Kueel- Arten r., 7, r, und bemerkt, dafs drei Kugeln zum Voraus 


gezogen sind, so ist die Wahrscheinlichkeit 


13 w — a: We Tee. u Ge mi bei ) 4 
/ Br | |. | s—4 | 


N Ft N, BEEER: rk _ 
..: 0 — t- — 
oder 


14 mw — rg—1 I du Br tr lm 
° Auen Ytra tr —3 PER 


Diese Schlüsse lassen sich leicht verallgemeinern, wenn mehr als drei. etwa 























4 Kugel- Arten in Betracht kommen. Es ist 


5 (ra —1)f t s—nNn t s—n 2j-1 f s n p-1l-1 
I O. ı — ne -r ) u ( ) 00 —— ( ) ] 
5 in _. og) r 9-1 


oder 
16. ww = 73 —f1- (4 u ' 


ie a 
n—=rı,+r. tr +... Fr, 




















Hier ist 


und q enthält so viele Einheiten, als verschiedene Kugel- Arten vorkommen. 
oder die Grölsen r,, 7,, 7% * + r, angeben, wenn jede von ihnen als Ein- 


heit betrachtet wird. 
Sind noch keine Kugeln gezogen, und werden g verschiedene Kugel-Arten 
angenommen, deren Erscheinen in bestimmter Ordnung vorkommen soll und 
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[ragt man nach der Wahrscheinlichkeit, dafs in p--4 Ziehungen eine Kugel 
von der Art, welche r, Kugeln enthält, vor einer Kugel der übrigen Arten 
erscheinen werde, so ist aus (16.) 


1, "+++ TY u he Be n—g|l—1 
17. wi ren Lg (ae 


sıı(n—q) s—q 





Hier gelten die nemlichen Bedingungsgleichungen wie in (16.). 

Die hier gefundenen Gleichungen werden einfacher, wenn alle Arten 
gleich viel Kugeln zählen, also r, = nr = r, —....-—=r,=—r ist. In die- 
sem Fall geht s in vr, n in gr über und in (15.) und (16.) wird 


REN m — EN ” 2]-1 m — . 7-11-1 
ta: ob U nnd ip eMail ofen Teer 

















rm—q I rm— ga—1 rm— 4 nn — { 
Pr2 m—y— p\P-1-1 
di rer pi (? m—q P) 1 
id rm—q 
Aus (17.) wird 
‘ E 1 [ % Haie, —p» ge 
u 28 (rm)ı-ig Ä rm—q ) 


Kommen nur zwei Kugel- Arten in Betracht, so ist aus (19.) und (20.). 
unter den dazu gehörigen Bedingungen, 


(r m—p— 2 u 











21. w — 3— Irm— 277? 

Y m — p—?2 2r-2]-1- 
2. w= 1 ) J 
2 2m(rm —1) rm—?2 


Fragt man aber, wie grofs die Wahrscheinlichkeit sei, dafs überhaupt 


q Kugeln von verschiedenen Zeichen zuerst, und dann in den » folgenden 
Ziehungen eine Kugel mit einem bestimmten Zeichen vor denen der übrigen 
erscheinen werde, so ist diese Wahrscheinlichkeit nach der Gleichung (17.). 


unter den vorhin angegebenen Bedingungen, 


r _...rm rm 1)911-1 [ rm—q—p Bei] 
3. w= my et Fe“ ) 


Kommen nur zwei Kugel - Arten in Betracht, so ist „=? und es wird aus (23.) 


(m—1)r f ge ee. 

















24. ae 2 (mr —1) rm—2 
Werden alle Kugeln gezogen, so ist 
a (m—1)r 
I 


In einer Urne sind r, Kugeln, die ein- und dasselbe Zeichen tragen; 
r, die ein gleiches, aber von den vorigen verschiedenes u. s. w., r„ die ein 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 3, 32 
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und dasselbe, aber von den vorigen verschiedenes Zeichen tragen. Man nimmt 
p Kugeln einzeln heraus und legt jede nach der Ziehung in die Urne zurück. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine von , bestimmten Kugeln 
früher als eine von r, bestimmten Kugeln erscheinen werde ? 

Die Bestimmung der fraglichen Wahrscheinlichkeit beruht ganz auf den 
gleichen Bedingungen, wie die unter a, db, €, .... angegebenen, jedoch mit 
dem Unterschiede, dafs hier, wegen des Zurückwerfens der gezogenen Kugeln, 
die Zahl der in der Urne befindlichen Kugeln nicht geändert wird. Deswegen 
kommen die Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungen in Betracht, statt 
dafs bisher die Gruppen der Versetzungen ohne Wiederholungen in Betracht 
kamen. Es treten daher in den Calcul Potenzen statt Facultäten ein. Behalten 
wir also die angenommene Bezeichnung bei, so ist die dem Erfolge günstige 
Gruppen- Anzahl: 


> Bus | / \ a: \2 p=: TE 
26. 4 ma 19 (sr ,— r,).s’ ” (s—r,— ri) .sP + .o..— I (s—r„—rıP ] 
P— (s— re —rı)P 


e Yoyık ! 


wenn die bekannte Gleichung 


ee 





m-+1 Am+i1 
Ad a , ! Pr | —_— | 
e — " + a” 15 4 a” 222 1 an RE bh” 


Li 


a—b 
zu Hülfe genommen wird. Wird durch s? dividirt, so ergiebt sich für die ge- 
suchte Wahrscheinlichkeit: 


” Pe (0 . ) 
9= > ee A Rd Sr 
ee 

Vatrk s 








Die Bedingungen sind wie oben. Noch ist keine Kugel gezogen. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die erste Kugel ein bestimmtes Zeichen 
r,, die zweite ein anderes r, tragen und dafs dann eine Kugel des ersten 
Zeichens früher, als eine des zweiten in p nachfolgenden Ziehungen erschei- 
nen werde? 


Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich nach dem Bisherigen leicht. 


Sie ist 
>, — p 
28.  — er _ (if rg “) # 
s?(rg+ ra) s 





Die bisherigen Schlüsse lassen sich leicht verallgemeinern. Kommen 
q bestimmte Kugel- Arten unter den oben aufgestellten Bedingungen in Be- 
tracht, so ist aus (27. und 28.) allgemein 
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2). RB Frrr% rk 1 er ( ar aa *)] 
nn [ea] 


Ist die Anzahl der verschiedenen Kugel-Arten gleich, so ergeben sich fol- 
gende einfachere Ausdrücke aus (29) und (30.): 


31. vw -1-J]. 


LE u 


m m 











Hierin bezeichnet y so viele Einheiten, als Kugel-Arten in Betracht kommen, oder 
als die Gröfsen 7, 7,, + r, enthalten, wenn jede als Einheit betrachtet wird. 


Die Gleichungen (27. bis 32.) geben noch zu weitern, nicht unwich- 
tigen Folgerungen Anlafs. Ist p eine grofse Zahl, oder werden die Ziehun- 
gen lange fortgeselzt, so wird der Werth des in den Klammern eingeschlosse- 
nen Bruches so klein, dafs er vernachlässigt werden kann. Vergleicht man 
dann die Wahrscheinlichkeiten, welche dem Erscheinen der Kugeln einzelner 
Arten zugehören, mit einander, so ergiebt sich folgende Zusammenstellung 


aus (29.): 


Yo 
ratre+ tr’ 

" 
ratret----+#rr 
u.s. w. Hieraus entnehmen wir Folgendes. Sind in einer Urne m verschie- 
dene Kugel- Arten von der oben angeführten Beschaffenheit enthalten, werden 
viele Ziehungen gemacht, wird jede gezogene Kugel nach der Ziehung in die 
Urne zurückgelegt, und kommen dabei 4 Kugeln in Betracht, so sind die 
Wahrscheinlichkeiten für das Erscheinen bestimmter Kugel- Arten bei unbe- 
grenzter Fortsetzung der Ziehungen beinahe derjenigen gleich, welche das 
Erscheinen dieser Kugeln in der ersten Ziehung hat, wenn nur g bestimmte 
Kugel- Arten in Betracht kommen; oder sie nähern sich diesen einfachen 
Wahrscheinlichkeiten immer mehr und mehr, ohne ihnen je vollkommen gleich 


33. wm. —— 





1} 





2203 =— 


zu werden. 
Vergleicht man endlich die Wahrscheinlichkeiten, oder die Zahl der 


Fälle, welche angeben, in welchem Verhältnisse die fraglichen Kugel- Arten 
beziehungsweise unter einander erscheinen werden, so ergiebt sich leicht aus 
den Gleichungen (27. 29. und 30.): 


32 * 
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34. www: er — As: Ar: Ar: m rziritn: 


Das heilst: die Zahl der Fälle, oder die Wahrscheinlichkeiten, welche das 
wiederholte Erscheinen bestimmter Kugel- Arten bei unbegrenzter oder auch 
begrenzter Fortselzung der Ziehungen angeben, steht mit den zugehörigen Kugel- 
Anzahlen in geradem Verhältnisse. 

Betrachtet man die Kugel- Anzahlen als die Ursachen der aus ihnen 
hervorgehenden Erscheinungen, so stellt sich, wenn man von leiztern ausgeht, 
der vorstehende Salz so dar. 

359. Das Eintreffen von Erscheinungen steht bei häufigen Wiederholungen 
in geradem Verhältnifs mit den Ursachen, durch welche die Erscheinun- 
sen hervorgebracht werden. 


$. 22. 

In einer Urne befinden sich »2 verschiedene Kugel- Arten. r, Kugeln 
tragen ein und dasselbe Zeichen, r, ein und dasselbe, aber von dem vorigen 
verschiedenes Zeichen u. s. w. Man zieht » Kugeln einzeln heraus, ohne die 
gezogene Kugel in die Urne zurückzulegen. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs % Kugeln von einem bestimmten Zeichen r, früher als die von 
einem bestimmten Zeichen 7, erscheinen werden? 

Das Ereignifs kann entweder in 4, oder in k+1, oder in k--?2 ersten 
Ziehungen u. s. w., oder endlich in p möglichen Ziehungen eintreffen. Dabei 
ist nothwendige Bedingung, dafs keine von r; Kugeln in den genannten Zie- 
hungen erscheine. Dies führt zu folgenden Bestimmungen. 

a. Die Zahl der Fälle, welche dem Erscheinen von %k Kugeln von 
einem bestimmten Zeichen in den ersten 4 Ziehungen günstig sind, wird durch 
r' =! bestimmt. In den p—% folgenden Ziehungen kann jede beliebige Zu- 
sammenstellung aus allen übrigen Kugeln folgen. Nennt man die Zahl aller 
in der Urne vorhandenen Kugeln, wie im vorigen Paragraph, s, so ist die 
dem Erfolge in diesem Falle günstige Gruppen - Anzahl 

A, = rl kp, 

b. %k Kugeln von bestimmtem Zeichen erscheinen in den ersten k-H1 
Ziehungen. Eine Kugel. welche eines der übrigen, nicht in Frage stehende 
Zeichen trägt, kann darunter vorkommen. Sie darf aber nicht an der letzten 
Stelle erscheinen. Erschiene sie nemlich als A--ite Kugel, so würde die- 
ser Fall mit den unter @ bezeichneten zusammenfallen. In den nachfolgenden 


p— k— i Ziehungen kann jede mögliche Kugelgruppe auftreten. Die Zahl der 




















17. Öttinger, Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeitsrecehnung. 253 


in diesem Falle begriffeneu günstigen Kugelgruppen ist 
A, = kr!" (s—r,—r,)(s— k— 1yPHmm4, 

ec. k Kugeln von bestimmtem Zeichen erscheinen in den k--? ersten 
Ziehungen. Dies läfst zu, dafs zwei Kugeln, welche nicht die fraglichen Zei- 
chen tragen, zugleich in diesen Ziehungen erscheinen. Keine dieser zwei 
Kugeln darf in der %-H-?ten Ziehung erscheinen, weil dieser Fall schon in 
(5.) vorhergesehen ist. Hierdurch wird die Zahl der Gruppen um so viele 
vermehrt, als zwei Kugeln von den übrigen Zeichen durch %-- 1 Fächer, oder. 
was dasselbe ist, als «— 1 Kugeln in 4-+-1 Fächer zerstreut werden können. 
In den nachfolgenden p —k— 2 Ziehungen kann jede mögliche Kugelgruppe 
vorkommen. Die Zahl der hierdurch bedingten günstigen Fälle ist 





(k+NK 1. Br 

A. = = u r.) (ss — 1, — rs —k— NP k—2]—1 
Zıyr-ıll ee 

— (I) ner, nk pn, 


Führt man diese Schlüsse weiter fort, so erhält man folgende Gesammtzahl der 
günstigen Kugelgruppen: 


A A = -- rl l(s —kyp 1 - a. (8 — f, —r,)(s—k— Be 


k-1l1 


. N. nr] sk ap hal ‚9. +(e=imh) 


z mie 3 
a ne a 34 de |; 


die gesuchte NL RRRpR Re ist demnach 


2.» — Sa [14 ILS) k—1]1 Sorg—rı +(8 ) ge Ze Y% y nr 
+9) 5 a = u 


Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
in der ersten Ziehung eine Kugel, welche zur Art 7, gehört, in der zweiten eine. 
welche zu 7, gehört, erscheinen, und dafs in den p folgenden Ziehungen Ak Ku- 
geln von der ersten Art früher als von der zweiten Art erscheinen werden’? 

Aus den unter a, d, c, ....: und zu (11. und 12.) im vorigen Para- 
graph gemachten Bemerkungen ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
leicht. Sie ist 


3. w—= ET, (Bye [7 NE Ä 
“ % skt2i-1 1 7 1 s—hk—2 
































Heer") 
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Die Gleichungen (2. und 3.) lassen sich leicht verallgemeinern und 
auf g verschiedene Kugel- Arten ausdehnen. Durch Verbindung der unter 
a,b, c,.... und zu (15. und 17.) im vorigen Paragraph gemachten Be- 
merkungen ergeben sich aus (2. und 3.) dieses Paragraphen folgende Beslim- 


mungen: 
4 u rk E Em we | 62) k—1j1 ( =. ie: 
Pu ae sr s—h ! 
lat —k+ er k—11 en] 
s—h ? 
ee ne 2 @ en su 1 a ( - wi | 
’. k+yl—1 | 1 s—k 1 | N s—k-— 1 sd. 
Ne] 
TAaGı3 sg } 


n = Nr, 1474... Pr 
und g enthält so viele Einheiten als Kugel- Arten in Frage stehen, oder als man 
erhält, wenn jede der Gröflsen 7,, 7,;, Tr, »... r; als Einheit betrachlet wird. 
Die Bedingungen sind dieselben, wie oben. Man zieht p Kugeln ein- 
zeln heraus und legt die gezogenen Kugeln in die Urne zurück. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs % Kugeln von einem bestimmten Zeichen r, 














In beiden Gleichungen ist 


früher als von einem andern », erscheinen werden? 

Bei Beslimmung der dem Erfolge günstigen Fälle treten die Gruppen 
der Versetlzungen mit Wiederholungen statt der ohne Wiederholungen auf. Es 
sind daher die unter a, 6, e, .... gemachten Schlüsse und die zu (26.) im 
vorigen Paragraph gemachten Bemerkungen anzuwenden. Geschieht dies, so 


ergiebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 


oO 


: .k > RE -irn..; — k-1]1 76 — e— 
Fa *[1-+(2) S—Ng—Tk | (2 ) FE r Ne € -) ( r ER) 
| (an enany 
"er ENE ICH ‚ . 


Fragt man, wie erofs die Wahrscheinlichkeit sei. dafs in der ersten Ziehung 
eine Kugel von der Art r,. in der zweiten eine von der Art r;, und in 
den folgenden Ziehungen 4 Kugeln der ersten Art früher erscheinen werden, 














als die der RREN: so ist 








DET 
L BL Yang kam mei ge 
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Die Gleichungen (6. und 7.) führen durch weitere Verfolgung des Gesagten 
zu folgender allgemeinen Gleichung, wenn g verschiedene Kugel- Arten in 
Betracht kommen: 


3. w= ZarE E. an sy tun. r en: nah send. | 
k-+1 


. ö * Par") k- —]/1 / —1/l 
C a af, (2 ee. I +) er —n 
d. ww Tu I4- .) 
„ray vo NP | 


Hier gelten die nämlichen Bedingungsgleichungen, die zu (5.) angegeben wur- 
den. Die Anwendung der in diesem Paragraph aufgestellten Gleichungen auf 

















specielle Fälle ergiebt sich leicht. Die hier gefundenen Gleichungen sind 
allgemeiner, als die im vorigen Paragraph. Die Gleichungen, welche zur 
Bestimmung der Gruppen- Anzahlen aufgestellt wurden, beantworten zugleich 
Probleme aus der Combinationslehre. 

Werden nämlich die Versetzungen ohne Wiederholungen aus Reihen 
gebildet, deren Elemente den oben angegebenen Gesetzen unterliegen, so giebt 
die Gleichung (1.) die Zahl der Gruppen an,- in welchen % Elemente einer be- 
stimmten Stellenzahl früher erscheinen, als ein Element einer andern bestimmten 
Stellenzahl. 

Soll die Zahl der Gruppen von der nämlichen Eigenschaft bestimmt 
werden, wenn die Verseizungen mit Wiederholungen gebildet werden, so er- 
halten wir durch den Zähler von (6.) folgenden Ausdruck: 


Yık—ilt Ixk-lll 
j I ,»=R | 2 } BER ei, DER 3 / 5 \2  .p—k—2 ! 
10. ri |s’ +(7) (s—r,—r,)#P Tr (=) ($7,—-T}) st Tore 


ht yeH . 
> «ch 2 (et) (S—r,—T,)' |. 


Die Zähler der Gleichungen (3. 4. 5. und 7. 8. 9.) beantworten gleichfalls 
Probleme aus der Combinationslehre, deren Bedeutung hiernach leicht anzu- 
geben ist. 


23. 
Wir wenden uns nun zur nähern Betrachtung eines besondern Falles 
der im vorigen Paragraph entwickelten Gleichung (6.), welchen wir aber in 
veränderter Gestalt geben. 


Jemand trachtet, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle 


durch die Wahrscheinlichkeit —, das Nicht- Eintreffen durch = — —— aus- 
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oedrückt wird. durch p Wiederholungsversuche gerade rmal herbeizuführen. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs sein Unternehmen gelingen werde ? 





Das Gelingen des Unternehmens beruht darauf, dafs das fragliche Er- | 
eignils rmal, und also das Gegentheil y—rmal eintreffe. Jede Anordnung, nach 
der beide Ereignisse sich aneinanderreihen, ist zuläfslich. Die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeit ist demnach 
ee A in [er 


ll mP . 4p—li m! 








% Lv — 


Jemand unternimmt unter den angegebenen Bedingungen, ein Ereignifs in 
p Versuchen wenigstens rmal herbeizuführen. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit. dafs das Unternehmen gelingen werde? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit beruht darauf, dafs das Unternehmen 


entweder rmal, oder r--Imal, oder #--*mal, u. s. w., oder endlich pmal in | 
p Versuchen eintreffen werde. Setzt man daher in (1.) allmälig vr, r--1, | 
r-2),....p statt r und zählt die erhaltenen Resultate zusammen, so er- | 


ojebt sich: 





n p’ I-1 a” hr-—' rn at! bp—— Bren art 2 hr? 
. ww = ir uor;? Tr Taaerrr, HH 
ML mp | prrtll mP pr+2i m? + 














ya | pen > 2 Ku 
. .- »-» 2 —+ pr " ! . ar b - E_ pr! : [2 ur 
(pr—4ll m} ı  qpli mp 





Die Anzahl der in der Reihe vorkommenden Glieder ist p—r--1. Die ent- 
segengeselzte Wahrscheinlichkeit, oder diejenige, dafs das fragliche Ereignifs 
höchstens #— mal eintreffen werde, ist 














3. 0 ww — —-- I.- 1. 2.4! 
m ' 4 ia, BE An BE nn mP 
Sie wird gefunden, wenn man in (1.) allmälig 0, 1, 2, ---- m—1 statt  selzt. 


Die Gleichungen (2.) und (3.) enthalten die Glieder des Binomiums er): 


die sich zur Einheit ergänzen, da nach der Annahme «+b = m ist. 





Eine andere Auflösung des zweiten Problems ergiebt sich auf folgende 
Weise. Das Unternehmen gelingt in den r, oder r--1, oder r--?7 ersten 
Versuchen, oder endlich in » Versuchen. Hieraus ergeben sich folgende Be- 
stimmungen. 

a. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es in den r ersten Versuchen gelin- 
gen werde, ist 





wm; ge 
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b. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es in den r-+1 ersten Versuchen ge- 
lingen werde, setzt voraus, dafs einmal das Gegentheil, aber in einem der r 
ersten Versuche eintreffen -werde. Träfe das Gegentheil im r-+-1ten Ver- 
suche ein, so würde dies mit dem Falle in (@.) übereinkommen. Die hieraus 
sich ergebende Wahrscheinlichkeit ist 


«a 5b Y-ll  arb 


w, —= r 





m’ m vlt mtr! 





c. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es in den r+?7 ersten Versuchen 
eintreffen werde, setzt voraus, dafs das Gegentheil zweimal, aber nicht im 
r--2ten Versuche eintreffen werde, weil dieser Fall unter 5 vorgesehen ist. 
Das Gegentheil kann in den %--1 vorhergehenden Versuchen auf jede belie- 
bige Weise eintreffen. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist 








(r + 1)21-1 ’ „A sg = ren arb? 


nn = 
w; q2i m’:m? Perd, 


Werden diese Schlüsse fortgesetzt, so führen sie zu folgendem Aus- 
drucke der gesuchten Wahrscheinlichkeit: 


: 


11, , (3m p2 r—ili r 
4 mt 2 + +) Pe W 
when r—1ji hp 
j +( 1 \- mp" 3 
Diese Gleichung ist ein besonderer Fall der Gleichung (6. $. 22.), wenn 
dort r,—a, r,—b, s—r,-+r; gesetzt und das Erscheinen einer Kugel, 


welche das Zeichen von r; Kugeln trägt, nicht wie dort geschah ausgeschlossen. 
sondern angenommen wird. 


Die in den Klammern eingeschlossene Reihe in (4.) läfst sich nach No. 462. 


$. 96. m. „aufsteigenden Functionen” und $. 101. u. ff. m. „Differenz. Calculs” 
auf folgende Form bringen: 


en er an 
m 


Fre 





4, >= 
































7, 


Wird hierin CH)= — (Py(—1y (F- N —=(—1) ) 8 vesetzt, womit 


die Prämissen der Aufgabe stimmen, so geht (5.) über in 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 3. 33 
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“ er yrr 1) FT T IC a L; Le un ( - 











Er bern ns ngieh 
| 1 "p—?! \m } Be p—r-+1- 


| BOSSE \ » 
Wird 17) in die Klammern gebracht, so geht die Gleichung (6.) 


folgende über: 

















- pri, —e pm +1 r—1 re 
En 7 qı f p—rH)m tt 41 (p—r-+2) mp +? 
>’ pp bP=r+3 ee FR 5 
Airee?' (pr-t3)mrrt N) ETW a 
Setzt man endlich hierin m —r, so geht (7.) über in 
Q pr 1 rot 
8. : WO. Imre td Or. 


Inteerirt man (8.) nach der bekannten Formel 
ee) “ 
e | 3! x” (a-+bx”)ps, ına m. 6" u 
[ar (a -bz2"P 08 — | 03 2” "(abe ox 
. m+-pn m+pn 
b a 


und setzt nach der Integration die gehörigen Werthe, und x — a Boris — 





so ergiebt sich 


p’ ] 1 Y br } 1 r—1 i 7 — 1 d r—) 2j/—1 
9. vo u IT ie AH 
dm m pam Ä — m 


= - 
An Da i 


Diese Gleichung läfst sich gut benutzen, wenn >| im: Verhältnifs. zu 7 eine 

















sehr grofse Zahl bedeutet; denn, die Glieder der Reihe werden stark conver- 
giren. und einige a hinreichen. um den Werth. der gesuehten Wahr- 
scheinlichkeit zu finden. 

Aus (7. 5. und 9.) ergiebti: sich auch, wenn. die, gefundenen Ausdrücke 
von der Einheit abgezogen werden, für den Werth. der. ‚entgegengeseizten 
Wahrscheinlichkeit, nämlich, dafs das fragliche Ereignifs höchstens. r— mal 
p Versuchen eintreffen werde: 


ya 347 korr 
IO. u, — ET IL (dr) 0X 


rl, Mi Vor: u y +, (12-1 ( ‚al 
gr (p—r+1)mp ee m IL 2 (p—r+5) m PR: 


ae 








EITHETEEHT 
4 ( v—1 Pr 
ei p—1 . 
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Vergleicht man‘ die Ausdrücke (7. bis 9.) mit (2. 10. und 5.), so ergeben 
sich daraus, da sie dieselben Begriffe ausdrücken, folgende Formeln: 


























 \m 1 mp gl mp v ı . Pen 
pri > I R 
_. 1 — Ar a ( l — ce)! or 
u ent 1 r+1 b 
Tr ikeprr-1 | tpert2)m 
 (r— 13-1 b? | 
Bu | 211 (p—r-+3) m? „..|. 
12. we IP | p Ag, pm Di | h pr—il-l Dp-rHagr-i 
a me bo 1 mr» 2 m 1 ll j m? 





gr) 1 ® ‚ 
2 rn r far z)Tor 


Furl) u 1 st, (r—1 - r— 121-1 

vg m p—r+l  (p—r+2)m 1?! 9» —r+3) m? 
er (r—1)31-1 b> 

1°! (p—r-+4) m’ 


Setzt man nun, in (12,) a statt 6 und 5 stalt @, und zugleich y—r —s, also 











r—=p»—s, so folgt daraus 


ar! b, pri ap? b? 4 gr ZilTi 2 as+! bp—s—1 




















ENELAdTRN IL? „AP Vi ET ie HER HRNNN i "TaHR 
1 3. im, mP 14 m?’ Eu n 2j1 mP ) F Pill, .p 
ge RG 
pres (p— fa’ (d—z)P10 
cc Be s) art! [ 1 ‚(P=8:Va „(p—s-—N-1 ] 
we 1P f1 P— m’+! s+1 (s+ I)m | 1211 (s +3) m? “0 





ll re 
4 n).. , male 


Nach der Integration ist nämlich = = — und 1—ı2 —= 14 gesetzt. Die 


Ausdrücke, in .(12.) bestimmen die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Ereignils. 
dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch — bedingt ist, wenigstens s -1mal 


in » Versuchen: eintreffen werde. Verbindet man (13. und 11.) miteinander. 
so ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Ereignifs wenigstens rmal und 
höchstens :smal in,» Versuchen eintreffen werde. Für diesen Fall ist (13.) 
von (11.) abzuziehen. Es findet sich 


33 * 
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1a ET pipe 
Pu" un TEN 2 Ku le 
p’-! —r ey” EEE _ — 
| "_ 6 (dem "0r— pl (P— s) y (A fyr c 
| gr + b en Tesz 1 (r —1)b M- (r—1)21-1 D? fir 
m p—r+ (p—r+2)m | 1U(p—r+3)m? 
p-- 1 +1 2 
BER 0 (p—s—1)a E pr ne 121-142 
par GG 7 4 (s+2)m an (s43)m? | 
a a b 
Wird integrirt und dann 2 = = Te un Aa A ke Ad 


so ist auch 


15. 1” a ie = IE Dies 
is Er Ir ne 2. (4) Hl \ 
„ed ae) 
m 


Die eben gefundene Wahrscheinlichkeit läfst sich auch noch auf eine 
andere Art mit Hülfe der Gleichungen (7. bis 9.) ausdrücken. Es ist nämlich die 
Wahrscheinlichkeit, dafs das genannte Ereignifs wenigstens (s+-1)mal in » Ver- 
suchen eintreffen werde, aus einer dieser Gleichungen darzustellen und dann 
das erhaltene Resultat von der bezüglichen Gleichung selbst abzuziehen. Dies 
eeschieht, wenn s--I statt x gesetzt wird. Es ergiebt sich 








» P er ET sn pi! — of, r—1 
16. w= Tr -I)/2er7(l—r) or — Ti r fa’ (1-2) or 
Aus der Gleichung (15.) läfst sich nun leicht beweisen, dafs durch die 
Annahme von p, bei bestimmten Werthen von r und s, die Wahrscheinlichkeit, 
ein Ereignifs wenigstens r und höchstens smal durch wiederholte Versuche 
herbeizuführen, bis zu jedem, der Gewifsheit beliebig sich nähernden Grade ge- 
steigert werden kann. Der Gleichung (15.) läfst sich folgende Form geben: 


17. w=h- pn. an. +32 — +. = 7 (= re 


gt yprlt mP » p—1 p—l 


Br er 




















pPi-! TE s-1 Zn + —— —$rH, + m ii (2): +“ 
N ya] 


pl 


—s]1 l 
ad Bi m! 
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Nun ist, wie leicht zu wo 
v—1 Fi x p—s—1 x|—1 JR Pp—s—1 x 
._ ss und ( y—l ne p—1 
also ist der. Werth der ersten Reihe in (17.) (A) kleiner als 


Mm 
TG 
B ae 1. gp-rli mp r pP u} m 

p—1 u 





9 











Was nun auch r, a und Öd bedeuten mögen, so läfst sich » so annehmen, 
dafs der Werth des Ausdrucks 


ri 
a» gi, r—1i m 
„IT a 











kleiner als die Einheit bleibt, oder sie höchstens erreicht. Demnach kann der 
Werth von D kleiner oder höchstens so grofs als 


pri-t a” bp-r 
p 





11 rt 
tr gp Mm. 


atb 


werden. Dieser Ausdruck ist ein Glied des Binomiums ) — 1, dessen 


Werth, der Einheit gegenüber, durch Annahme von p beliebig grofs gemacht 
werden kann, selbst wenn es das gröfste unter allen Gliedern des genannten 
Binomiums wäre. Nun isi aber der Werth von A in (17.) kleiner als der 
von D iu: (18.): also kann um so mehr der Werth von 4 beliebig klein ge- 
macht werden. Das Nemliche gilt von der zweiten Reihe (3) in (17.), und 
dies ‚führt: dann zu dem Schlusse, dafs der Werth der Gleichung (17.) der 
Gewifsheit bis auf jeden beliebigen Grad nahe gebracht werden kann. 

Diese Bemerkungen gelten noch, wenn, auch r und s in irgend ein 
beliebiges Verhältnifs (etwa in das der einfachen Wahrscheinlichkeiten « und 5) 
eingeschlossen werden; selbst dann, wenn dieses Verhältnifs der Einheit sehr 
nahe liegt. Dies führt zu folgendem Satze: 


19. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das Erscheinen eines Ereignisses, dessen 


Eintreffen im einzelnen Falle durch — bedingt ist, bei Wiederholungs- 


Versuchen in bestimmte Grenzen (g:?) eingeschlossen bleiben werde, 
wächst bei fortgesetzter Wiederholung und kann durch Vervielfältigung der 
Versuche der @ewifsheit beliebig nahe gebracht werden; auch für den 
Fall, dafs das Verhältnils (g:2) der Einheit sehr nahe liegen sollte. 
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Bedeuten p, r und s grofse Zahlen, so.kann man eine der Gleichun- 
oen 189. oder 190. meiner Comb. Lehre benutzen.‘ Bezeiehnet man zu dem 
Ende die eingeklammerten Reihen in (17.) der Kürze wegen durch‘M und N 
und wählt die Gleichung 190.,. so ergiebt sich für‘ diesen Fall’ folgender 


Ausdruck: 


ya —thr=ttlg.M Pyp-astthrs—l(n—s) N 
UV. w: I— Zr i u — 











ip—ri7"p Yveear(p —r))- m? s’(p—s)" > p-mPy(arns(p—s)) 
Diese Gleichung genügt für Näherungswerthe. Bei Berechnung der Werlhe 
M und N ergeben sich bald Resultate, welche auf die Abnahme der betreffen- 
den Glieder hinweisen und die Auffindung des Werthes erleichtern. “ Auch 
die Gleichung (18.) kann zu Näherungs-Bestimmungen benutzt werden, wenn 
man die oben gemachten Bemerkungen berücksichtigt. 

Nimmt man an, dafs die Geburten der Knaben zu denen der Mädchen 
im Verhältnifs wie 1 zu 1 stehen, und fragt, wie grofs die Wahrscheinlichkeit 
sei, dals dieses Verhältnifs bei 200000 Geburlen die. Grenzen von 49 und 51 
nicht überschreilen werde, so findet sich aus der Gleichung (20.), wenn 
m —?. a—1. b= |, = W000, r—=YIS0VWV und s = 102000 gesetzl 
wird, ein Werth für die gesuchte Wahrscheinlichkeit, der wenigstens 


0,724725 --- - 
10" 





w — ll — 


ist und man kann daher wenigstens 9-10" gegen I wetten, dafs unter der 
obigen Voraussetzung bei 200 000 Geburten die Zahl der Geburten des einen 
Geschlechts die des andern nicht um 4000 übersteigen, oder nicht unter 
98000 fallen und nicht über 102000 steigen werde. 

Jaec. Bernoulli hat in seinem Werke: „Ars conjectandi Bas. 1713. 
Pars IV.” den in (19.) angegebenen Satz aufgestellt. Morvure hat in 65 Probl. 
seines Werks „Doctr. of Chances III. ed.” einen speeiellen Fall von (2.) an- 
vegeben. Trembley hat im 12ten Bande der „Comment. Soc. reg. Scient. 
Götling. ad A. 1793 et 1794” die Gleichungen (1. 2. und 4.) entwickelt. 
Laplace hat dasselbe Problem in „Theor. anal. d. probl. No. 16. pg. 275” 
behandelt. 


$. 24. 
A trachtet. ein Ereienifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch 


’ - fi » . ad « . . na 
die Wahrscheinlichkeit Fin bezeichnet wird, mal eher herbeizuführen, als 3 


m Y Pr . 4 * .n yr » . . y lb 
im Stande ist, ‚ein Ereignils, dessen Eintreilen im einzelnen Falle durch — 
7 4 
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bezeichnet wird, smal herbeizuführen. 3 trachtet nach dem Gegentheil und 
will das für ihm günstige Ereignifs smal eher herbeiführen, als A das für ihn 
günstige rmal herbeiführen wird. Wie grofs’ist die Wahrscheinlichkeit für 4 
und wie grols die für 3? 

A. wird seinen Zweck erreichen, wenn 'er rmal das ihm günstige Er- 
eignifs herbeiführt, und zwar inir, r>+1, r--2, .... oder r--s-—-1 Ver- 
suchen. Dabei kann das seinem Gegner ‚günstige Ereienifs entweder ein-. 
oder zwei-, oder dreimal u. s.. w., ‚oder s —Imal eintreffen. Der letzte Fall 
bezeichnet die Grenze des Eintreffens der für ihn ungünsligen. Versuche. 
Benutzen wir nun die im Anfange des vorigen Paragraphs gemachten Be- 
merkungen, so ergiebt sich folgender Ausdruck für die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit: 


ae EC En a ee ET a Ye 
- lie kalı a eleschele- ar; # 


a 1. is gyAeuciin: (ByrM 


Auf ähnliche Weise  ergiebt sich ‚zur, Bestimmung der Wahrscheinlichkeit von 











B folgende Gleichung: 


= DH a re 
DS Bar LE en one 
on a )} 


Die hier entwickelten Glesiemeen sind in einer Beziehung allgemeiner, 
als’ die im’ vorigen Paragraph. Die Gleichung (4.) $. 23. läfst sich aus (1.) 
ableiten, wenn m —=n, a-b—=m, r-s-—- I —=p gesetzt wird. 

A wünscht, 'ein Ereienifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch 
die Wahrscheinlichkeit @ bezeichnet ist, mal eher''herbeizuführen, als 3 im 
Stande ist, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im emzelnen Falle durch & be- 
zeielmet wird, smal'und als C im Stande ist ein Ereignifs, dessen Eintreffen 
im 'einzelnen Falle durch c bezeichnet ist, /mal herbeizuführen. Ein Gleiches 
wünscht 3 seinen beiden Gegnern gegenüber; ein Gleiches € gerenüber von 
4 und 3. Wie grofs ist die Wahrscheinliehkeit für A und wie grofs für 
B und 0? | 
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Die Gröfsen a, 5 und e sind echte Brüche. Die Wahrscheinlichkeit 
für A findet sich leicht, wenn wir,die im Vorhergehenden gemachten Schlüsse 
in Beziehung auf 3 und Ü anwenden. A hat hiebei rmal das ihm günstige 
Ereignifs herbeizuführen, ehe D das seinige smal und C das seinige: /mal 
herbeiführen kann. Dies kann nun in” oder mehr Versuchen geschehen. 
Die Grenze der Anzahl dieser Versuche istw-+s-+2— 2. Nun kommt es auf 
die Betrachlung folgender Fälle an. 


a. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs rmal in r Ver- 
suchen eintreffen werde, ist 


m = W. 


b. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es rmal in #-+-1 Versuchen eintreffen 
werde, läfst zu, dafs das für 3. oder C günstige Ereignifs einmal, jedoch nicht 
beim (r-+-1)ten Versuche eintreffen werde. Diese Wahrscheinlichkeit führt auf 
folgende zwei Ausdrücke: 


ID ae PERL ur 3) due Iyr—ill 
w. = (—) a b-- —) uc = (—) dad (b-+e). 


c. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs rmal in r— 
Versuchen eintreffen werde, läfst zu, dafs das für B und € günstige Ereig- 


nils zweimal, einzeln oder in Verbindung mit einander, eintreffen werde. Hieraus 
ergiebt sich folgender Ausdruck : 


ae ln (Sy Pia. CD ENTE {2 FR. 1402 
W, — (—) da b u & Ei a 2be- n “ac. = -) ad (b-- 6)". 


d. In r-+3 Versuchen ist die Wahrscheinlichkeit für A: 
4, r—iil . 2 a 
" (7) a [6 -—-30’c+3b-+c] = —ra@(b--c). 


Die Fortselzung dieser Schlüsse giebt eine Reihe, deren Glieder. der 
Ordnung nach die steigenden Potenzen des Binomiums 5--c enthalten. Dieses 
Binomium ist so lange vollständig, als sich sein Exponent nicht über s— I 
oder 2—1 erhebt. Geschieht dies, und ist in diesem Falle s—1 kleiner als 
{— 1, so werden die folgenden Binominalglieder ‚nicht mehr; vollständig sein, 
sondern bei der Erhebung des Exponenten über die genannte Höhe hinaus ein, 
zwei oder mehr Glieder an der vollständigen Reihe fehlen. Das s--te Glied 
wird folgende Gestalt haben: 


stiyilf ,_1. ur! eu er, 








i ys-ıll q;it 
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das s-+- te Glied folgende: 
W,ı2 = er ep Dig (s+1)° 3-1 y-: " Po: (s+1)+11-1 


2 ee + 
q:! Me y>ıl ’ | dd still c 











u. 5. w. Hier dürfen die Potenzen von e sich nicht über —1 erheben. Dies 
führt zu folgendem Ausdruck der gesuchten Wahrscheinlichkeit: 








fa, zv-i ER /sy-ll 
2 0 e[iı+ "tat "4 + "to 
; 1 r—1jl f Pe ER 
L (9) (sb='c- ar be... +e‘) 
1 s+2 A: (s +1) ai S— 2 (s+1) 1)>1- 2 m | | 5} 
Tr (= (* m b + "pin b° 2) 0 ERRRE c H) 
1® (eti=1 y nd] 


Hieraus findet sich die Wahrscheinlichkeit für 2 leicht. Es tritt 5 an 
die Stelle von « und umgekehrt s an die Stelle von r in (3.). Dabei ist 
weiter zu beachten, welche von den Gröfsen r und £ kleiner als die andere 
sei. Die Reihe wird dann folgende Gestalt haben: 


4. w —= b’ 1- (Z ) ate )+(2 ) (ator- I N u 1, r 


die Wahrscheinlichkeit für € wird sein: 


ee ei a: 2" a+9+(2)" a4 by? -1  ( u nt. We a]. 


Die Beantwortung der vorliegenden Frage bereitet die Fheender allgemeinern vor. 





A, trachtet, gegen n —I Gegner, A,, A,, A,, .... A, ein Ereignils. 
dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch @ bezeichnet wird, rmal eher her- 
beizuführen, als A, im Stande ist. ein Ereignifs, dessen Eintreffen im ein- 
zelnen Falle durch 5 bezeichnet wird, smal u. s. f. und als A, im Stande ist. 
für sich ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch rn bezeichnet 
wird, zmal für sich herbeizuführen. Ein Gleiches unternimmt 4, allen übri- 
gen gegenüber; ebenso A, u. s. w. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit für 
u il” 


Die Anwendung der Schlüsse, welche zur Auffindung der Gleichun- 


gen (1. bis 5.) geführt haben, führen auch hier, mit geringen Veränderungen, 
zum Ziele; wie sich schon aus der Vergleichung dieser Gleichungen unter- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX, Heft 3. 34 
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einander ergiebt. Dies giebt für die Wahrscheinlichkeit von A;: 
2-1 
bu a |14-(Z) (b-+e1d-+... In) 
Ä 3 r—1|l a 
+4) (b--c-+-d-+...-{nm) 


| | ) 


4 v—jl Ä x 
+(2) (b-+-c-+-d--..--—n) 





: 43 ..  — Yyr—ıjl % 
1 (s+t1+ 1a n+2) Demi... n!]. 


Die Wahırscheinlichkeit für 4, ist 
Pe : | 2 s—ill N | ! f 
5, ww == »| ı +2) (a--0--d--..--—-n) 
a 2 
HIT 


| 4 ri ! | ! \3 
HE) "tert 4m 


ı #ri rar 
\ yııll 











PR Dr u BRRRR nı| 


u. s. w. Die begleitenden Polynomien lassen sich so lange vollständig ent- 
wickeln. als der Exponent sich nicht über eine der Gröfsen 


r—1l, s—I, t—1l, u—1|, .... z—1l 


erhebt. (Greschieht dies, so ergeben sich Entwicklungen von beschränkter Glieder- 
Anzahl; denn die Wahrscheinlichkeiten dürfen nicht öfter vorkommen, als die 
eben angeführten Werthe andeuten. Deshalb dürfen denn auch keine höhe- 
ren Potenzen als die genannten erscheinen. Nimmt man für die vorliegenden 
Entwicklungen die Combinationen zu Hülfe, so zeigt sich, dafs diejenigen Aus- 
drücke, welche die Glieder der eingeschlossenen Reihe begleiten, die Ver- 
setzungen mit Wiederholungen aus den Elementen «a, d, c,... n bilden; wobei 
jedoch die Beschränkung eintritt, dafs die Wiederholungen eine bestimmte 
Grenze nicht überschreiten können. Das Element « darf nicht mehr als r --1 
mal, das Element 5 nicht mehr als s—1mal u. s. w. wiederholt vorkommen. 


Diese Bemerkungen führen zu folgendem Ausdruck der Wahrschein- 
lichkeit für A;: 
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OR a|ı .- Pr, o,d,....n! 
3 r—1j1 . 9 
" (€) P'(b,c,d,....n)' 


4 r—1j1 : \3 
+) P'(b,c,d,....n) 





f of ga > r—1|1 A 
kn un ame amd dan 77 ER WR 





ralı ee al an 
(b’', c=', d“, 1,2] n’="): 
die Wahrscheinlichkeit für A, ist 
c s—-1jl 
Y. w — Ö' E 4- (—) P'(a, ,d,....n) 
zımill 2 
+(2) P'(a,c,d,....n) 
4 s—1|l 
+ (—) P'(a,c,d,....n)' 
' 1. Yys—ill ae u 
BEE a n+2) P'(a,c, _ NM |) ae ee 


ET ar MD 
u. s. w. Die unten angeschriebene Reihe 
Tel ui RE 
soll die oben angegebene Beschränkung der Wiederholungen anzeigen. 

Die einfachen Fälle der Gleichungen dieses Paragraphs hat Pascal in 
einem Briefe an Fermat behandelt, und nach ihm Nontmort in seiner „Analyse 
sur les jeux d. har. Propos. XL et XLI. II* edit.” und Moövre in seinen „Doctr. 
of Chances Probl. VI.” Lagrange hat einzelne Fälle durch zurücklaufende 
Reihen in „Nouv. Memoires de l’acad. roy. d. sciences et bell. lett. de Berl. 
an. 1775” gelöset, und nach ihm hat Trrembley dieselben Fälle in „Comment. 
soc. reg. scient. Gotting. ad ann. 1793 et 1794 Vol. XII” behandelt. Laplace 
hat die von ihm betrachteten Fälle durch die „Fonct. generatr.” in seiner 
„Theor. anal. d. prob. Chap. II” abgeleitet. Er bemerkt Pg. 210, dafs das vor- 
liegende Problem den Namen „Probleme des partis” führt. Die Form, unter 
welcher es aufgestellt werden kann und aufgestellt werden würde, ist folgende: 

A und B spielen mit einander um eine bestimmte Summe a. Jeder von 
ihnen gewinnt die ausgesetzte Summe, wenn er eine bestimmte Anzahl Spiele, 


oder Partieen gewinnt, ehe der andere die gleiche oder eine andere gewonnen 
34 * 
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hat. Dem 4 fehlen noch r, dem B s Partieen, zu gewinnen. Sie kommen 
überein, das Spiel nicht fortzusetzen. Nach welchem Maafsstabe soll die aus- 
veseizte Summe unter A und ZD vertheilt werden’? 

Die Gleichungen (1. und 2.) geben hierüber Aufschluls. Sind z. B. 
A und DB übereingekommen, fünf Spiele zu machen, und soll Derjenige die 
ausgesetzte Summe « erhalten, welcher in drei Spielen Sieger bleibt, und setzen 
sie nun das Spiel nicht weiler fort, nachdem ein Spiel gemacht ist, worin 4 
Sieger blieb, so ist der Anspruch von A auf die ausgesetzte Summe 44a, und 
der von B: „za. Hiebei ist die Wahrscheinlichkeit für Jeden, im einzelnen 


Falle zu siegen, gleichgrofs, also — # angenommen und in den Gleichungen 
(l.und 2) r—=?2, s=3 geselzl. 


Der Rückblick auf die Paragraphen 21. bis 24. zeigt, dafs die dort be- 
handelten Probleme zusammengehören; weswegen sie auch hier zusammengestellt 
sind. Die hieher gehörige Literatur ist in diesem und dem vorigen Paragraph 


aneepeben. 


(Die Fortsetzung folgt. ) 

















18. C.G. J. Jacobi, über einige, die ellipt. Funetionen betrefjenden Formeln. 269 


IS. 


Über einige, die elliptischen Functionen betreffenden 
Kormeln. 


(Von Herrn Professor Dr. ©. G. J. Jacobi zu Berlin.) 





Es sei 


. u o \ u ” 
x —= sin am (u, k), / (1— x’) du — E(uw), f E (u) = log 2. 


Bedeutet #\.r) den rationellen Nenner der Substitution, welche eine Transformation 


. . u „ . . n . . 
der nten Ordnung ergiebt, und sin am (1; 1) die transformirte Function, so wird 





EV u TEUER —TUuu , 
1. F\x) = e (Du) . 
wo r eine Constante ist. (S. Crelle's Journal Bd. IV. S. 374.) Es sei 
> — WS SP uw -- etc.), 


so wird 


Ew= u—-Ku|}- ee Be -ete.}, 
2 te) = we Pet 


Ist TC dieselbe Function von A wie Pe von ey so a aus (1.) und (2.): 
N 2 put U) ALIEN BEER» c TELAEE 
logF(&) = —kou — —,; ( z - z TR ram tie ar ete.) 


1 1 2 
ILnk’u 1 27 2 Su +, 8! u’ -—- etc.), 














wo, wie am a. 0. 8. 372 (6.), k’o— — 5 +-T om - Setzt man jetzt 
u" — 2" {14 RW a’ -- Rx’ - etc.!, 


| 








log F'«) C,x°”+0,2*-C,2 + ete., 
so wird 
R®, R®) T? | R® TI 
fi u (2) ? R.._; h ah 4 
3 m Komm #(z mt 50T 7EM8 - ete.) 


R,,. RW;Si” |, Rn: Ss 








2 m—? r n— 2 
Ink > + + ete.). 
Diese Formel umfafst auch die Bee Soll nämlich F'(x) den Nenner 
in dem Ausdrucke von sin am(n) bedeuten, so hat man in (1.) und dem vor- 
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stehenden Werthe von C, nur r=g0=0, i—=%k, M—n zu setzen; ferner 
n" für n und 8 für T. Hiedurch erhält man 


C 2 ei —n? f . ne—n? nr n « ‚ 
— RI ZUERO, + TZERO, SP ZERO, SD etc 
ri m--? 5.6 m. 


RR? 





Auf diesem und en Wege erhält man die von een Dr. Eisenstein 
gegebnen, auf die Multiplication und Transformation bezüglichen Formeln, und 
zwar als eine unmittelbare Folge der Theoreme, durch welche man vermittelst 
der Transcendente (2(w) den Zähler und Nenner der Multiplicalions - und Trans- 
lormationsformeln abgesondert definiren kann. 

Setzt man (I— a) Kar)? —l+e2 +92... und 
4. Aw —log‘2(u) = AK 2 (D,+D,= +D,x*’-+....) 














— 7? _| | 3 5 EN, | 
— (14-012 ee Arte tete )dr, 
so wird 
1 1 l 1 
D = —.- Ach C++ 660, 1 + —— 0, +: tc,) 
n 2n+4 In+93 n | Intl 191 | Ya—il 2Une2 | were 
Die Gröfse D,_, ist die in (3.) Pr Fund. S.126 etc. vorkommende, 
4 no,. 16 SORO,-L SP RO, BA) 1 S®,*), 
3.42 75.6 m % CIESTTET Yeah 
" . E a . . d T? ., ‚m 5 u 
Für = —1I oder für die Lemniscate wird = — m(m—1)2"" —m(m-+-1)c”*"., 


Man erhält daher aus (4.), durch zweimalige Differentiation nach «, 
&” — 3-4D,2&°+5-6D,2°+7-8D,2°+9-10 D, 2’ + 11-12 D,2" +... 
— 14-5 D,2°+6-7D,2°+8-9 D, 2” ....} 














9 
ieraus Dn—D See "Were Is 
x* 5.r7° 5-9. r!? 5-9.13-2!% 
$2( )— 1 u — | | .». ee.» 
log 2 (u) — guu — 34 1378 1 F710B +71: 16 7 


Auf dieselbe Weise erhält man 


er 4,2 da BE 4 sche 37-11: en 
zuu — ; (J ER) m 5.6 759.10 , D:9- 13.14 ! 
BB u Gr \ xt? L (n +3) a"+® (n +3) (n-+7) ar +" 
(N nf au) du n-+2 Bin (n+ö)a +9) (m +0) | 





























„x , 38,2%, 3:78.23° | 
ı u’ log ef. duf‘ logr du — +.  — “FE 
.' ) ne. \ U. I g 
-I1—441—14,..,.4 zu: pen. SEE 
wo d;—=1 Rz L+.. "HrıTgita 


Berlin, im Dec. 1845. 


*) Ama. 0. fehlen die Factoren R®,, RU" ;, etc.; auch ist Fund. S. 130 Z. 10 für 
m-J-.n zu lesen Qm--n. 


m EEE 
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19. 


Über eine Eigenschaft der Krümmungshalbmesser 
der Kegelschnitte. 


(Von Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin.) 


1. Zum Behuf der hier mitzutheilenden Eigenschaft ist es zweck- 
mälsig den folgenden bekannten Satz etwas umständlicher aufzufassen. 

„Der Ort der Scheitel aller rechten Winkel, welche einem gegebenen 
Kegelschnitte umgeschrieben sind, ist ein mit dem letztern concentrischer Kreis 
K; das Quadrat seines Radius r ist gleich der Summe der Quadrate der Halb- 
axen a und d des Kegelschnitis, also #’ = a’ +b?.” 

Über diesen Ortskreis K ist in Rücksicht der verschiedenen Kegel- 
schnitte folgendes zu bemerken. 

a. Bei der Ellipse ist sein Radius r gleich der Sehne, welche die 
Axenscheitel verbindet, also "—=«--b’. Geht die Ellipse in einen Kreis 
über. wird also «==b, so ist = 2a’, 

b. Bei zwei conjugirten Hyperbeln 4, und 77, können nur der einen, 
H,, welche die gröfsere reelle Axe 2a hat, oder welche im spitzen Asymptoten- 
winkel liegt, rechte Winkel umschrieben werden, der andern Z, nicht. Also 
gehört auch nur zu der erstern ein reeller Ortskreis A, für den = «— b. 
Sind die Hyperbeln insbesondere gleichseitige, so wird r— 0, d.h. es redueirt 
sich der Ortskreis K auf seinen Mittelpunet und alsdann sind die Asymptoten 
das einzige Paar zu einander rechtwinklige (reelle) Tangenten, und dieses 
Paar gehört dann beiden Hyperbeln zugleich an. 

c. Bei der Parabel geht der Ortskreis ÄK in eine Gerade, in die Leit- 
linie, über. 

2. Die Krümmungshalbmesser der Kegelschnitte haben nun zu dem ge- 
nannten Ortskreise nachstehende Beziehung. 

„Wenn man die Krümmungsradien eines gegebenen Kegelschnitts, 
jeden nach entgegengesetzter Seite hin um sich selbst verlängert und über 
den Verlängerungen, als Durchmesser, Kreise K, beschreibt, so schneiden 
alle diese Kreise jenen Ortskreis K rechtwinklig.’ Und umgekehrt: 

„Beschreibt man einen solchen Kreis K,, welcher den gegebenen 
Kegelschnitt in irgend einem Puncte A berührt und zudem dessen Orts- 
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kreis K rechtwinklig schneidet, so ist sein Durchmesser allemal dem 
Krümmungsradius des RKegelschnitts im genannten Puncte A gleich. Wird 
der durch A gehende Durchmesser des Kreises K, über A hinaus um 
sich selbst verlängert, so hat man den Krümmungsradius, seiner Gröfse 
und Lage nach.” 

Diese Sätze gelten auch für die oben erwähnte zweite Hyperbel 4, 
(die im stumpfen Asymptotenwinkel liegt (1. 5.) ), wenn man für sie den Orts- 
kreis & der ihr conjugirten ersten Hyperbel 77, benutzt; jedoch unter der 
veränderten Bedingung, dafs dieser Kreis X von jedem Kreise K, im Durch- 
messer (stalt rechtwinklig) geschnitten wird. 

Bei der gleichseitigen Hyperbel gehen alle Kreise A, durch ihren Mittelpunct, 
und bei der Parabel liegen die Mittelpuncte aller Kreise X, in ihrer Leitlinie. 

Soll also in einem gegebenen Puncte A eines Kegelschnitts der Krüm- 
mungsradius bestimmt werden, so ist nur nöthig, den durch A gehenden Durch- 
messer des zugehörigen Kreises A, zu construiren; was sehr einfach wie 
folgt geschieht. 

„In A errichte man die Normale AB auf den Kegelschnitt und 
construire die Harmonische (Polare) « des Punctes A in Bezug auf 
den Ortskreis K *); sie schneide die Normale in B: so ist AB Durch- 
messer des zugehörigen Kreises K, und somit dem verlangten Krümmungs- 
radius gleich.” 

Für die Hyperbel #4, hat man wieder den Ortskreis von H, zu be- 
nutzen, aber statt « hat man eine andere Gerade $ zu nehmen, welche 
parallel «@ und so liegt, dafs der Mittelpunet von A oder von 4, gleich weil 
von « und  absteht, und welche alsdann in der Normale den Punct 2 giebt. 
Bei der gleichseiligen Hyperbel insbesondere hat man aus ihrem Mittelpunct 
M auf den Leitstrahll MA die Senkrechte zu errichten; diese ist hier die 
Harmonische « und trifft die Normale in 3. Bei der Parabel liegt der Mittel- 
punet des Kreises A, in der Leitlinie, wodurch der Durchmesser AB un- 
mittelbar bestimmt ist, und was den bekannten Satz giebt, dafs der Krümmungs- 
radius doppelt so grols als das Stück der Normale bis an die Leitlinie ist. 

Berlin, im März 1845. 


*) Man ziehe in dem Kreise A zwei beliebige Sehnen ED und ©, D, durch den 
Punct A, ziehe ferner die Sehnen ÜC, und DD,, die sich in P, so wie die Sehnen 
CD, und DC,, die sich in Q schneiden, so ist bekanntlich die Gerade PO die ge- 
nannte Harmonische « des Punctes A in Bezug auf den Kreis A. 
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20. 


Lehrsätze und Aufgaben. 


(Von Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin.) 





1. Es: sei ABC ein beliebiges Dreieck, H der Durchschnitt seiner 
drei Höhen und a, db, c seien die Mitten der den Ecken A, B, CE gegenüber 
stehenden Seiten. Wird um H irgend ein Kreis beschrieben, welcher die Seiten 
ab, ac, bc des Dreiecks abc beziehlich in den Puncten C\,, B,, A, schneidet, 
so ist allemal 

AA, = BB, = CC. 

2. „Sind in einer Ebene ein Dreieck und ein Kegelschnitt ge- 
geben, so kann, wenn das Dreieck fest bleibt, der Kegelschnitt ihm im 
Allgemeinen auf 6 verschiedene Arten eingeschrieben werden; die 6 Lagen 
seines Miltelpuncts befinden sich in einem Kreise, dessen Mittelpunct ein 
bestimmter ausgezeichneter Punct des Dreiecks ist, der also immer der 
nämliche bleibt, wenn auch der Keyelschnitt seine Form und Gröfse ändert.” 
Und umgekehrt: „Bleibt der Kegelschnitt fest, so kann ihm das Dreieck 
in 6 verschiedenen Lagen umgeschrieben werden, und dann ist der näm- 
liche ausgezeichnete Punct desselben in allen 6 Lagen gleich weit vom 
Mittelpunct des Kegelschnitts entfernt.’ Oder: 


„Unter der unendlichen Menge Keygelschnilte, welche einem ye- 
gebenen Dreieck sich einschreiben lassen, sind nur immer je 6 und 6 
einander gleich (congruent); die Mittelpuncte von je 6 gleichen Kegelschnit- 
ten liegen in einem Kreise, und alle diese Kreise haben einen ausgezeich- 
neten Punct des Dreiecks zum gemeinsamen Mittelpuncte” — ‚Kbenso 
sind unter der unendlichen Schaar Dreiecke, welche einem gegebenen Kegel- 
schnilte sich umschreiben lassen, nur immer 6 und 6 congruent, und 
die genannten ausgezeichnelen Puncte von je 6 gleichen Dreiecken lie- 
gen allemal in einem mit dem Kegelschnitte concentrischen Kreise. 


„Die Mittelpuncte aller, einem gegebenen Dreieck eingeschriebenen 
ähnlichen Kegelschnitte liegen in einer Curve 4ter Ordnung; von sol- 
chen Kegelschnitten sind nur immer 6 und 6 einander gleich, u.s. w.' 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 3. 35 
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3. „Einem beliebigen Viereck sei irgend ein Kegelschnitt einge- 
schrieben; aus jeder Ecke ziehe man nach den Berührungspuncten der beiden 
gegenüber stehenden Seiten zwei Strahlen; die auf diese Weise erhaltenen 
S Strahlen werden allemal von irgend einem andern Kegelschnitte berührt.” 
Oder vollständiger: 

„Werden bei vier beliebigen Tangenten eines Kegelschnitts aus dem 
Schnittpuncte je zweier Strahlen nach den Berührungspuncten der beiden andern 
gezogen, was zusammen 12 Strahlen giebt, so werden von diesen 12 Strahlen 
allemal dreimal 8 von irgend einem Kegelschnitte berührt.” 

„Einem beliebigen Viereck sei irgend ein Kegelschnitt umgeschrieben 
und in dessen Eckpuncien seien Tangenten an diesen gelegt, so wird jede 
Seite des Vierecks von den Tangenten in den ihr gegenüber liegenden Ecken 
in 2 Punclen geschnitten und die auf diese Weise entstehenden 8 Puncte liegen 
allemal in irgend einem andern Kegelschnitte.” Oder vollständig: 

„Ist einem vollständigen Viereck ein beliebiger Kegelschnitt umgeschrie- 
ben und werden in den Ecken desselben an den letztern die Tangenten gelegt, 
so wird jede der 6 Seiten des Vierecks von den Tangenten in den ihr nicht 
anliegenden Ecken in 2 Puncten geschnitten, so dafs im Ganzen 12 Puncte 
entstehen; von diesen 12 Puncten liegen immer 3mal 8 in irgend einem Kegel- 
schnitte.”” — Und ferner: „Die jedesmaligen 8 Puncte haben zudem die Eigen- 
schaft, dafs sie auf dreifache Art paarweise in vier Geraden liegen, welche 
sich in einem Puncte a, db, e schneiden; und zwar sind diese drei Schnitt- 
puncte a, d, c für jedes der drei Systeme von 8 Puncten die nemlichen;” u. s. w. 

4. „Fünf beliebige Puncte a, d, ce, d, e in einer Ebene bestimmen, 
zu zweien verbunden, 10 Gerade @, welche einander (aufser in den gege- 
benen 5 Puncten) in 15 Puncten schneiden. Von diesen 15 Puncten r lie- 
gen zunächst 10mal 6 in irgend einem Kegelschnitte X. Die 15 Puncte r 
bestimmen, zu zweien, 75 neue Gerade, die sich in zwei Arten unterscheiden, 
nemlich in 60 Gerade FH, von welchen jede durch zwei solche Puncte » geht, 
die zusammen von allen fünf Fundamentalpuncten «, db, c, d, e abhängen, und 
in 15 Gerade Z, deren jede durch solche zwei Puncte r bestimmt wird, die 
nur von je vier der fünf gegebenen Puncte abhängen; durch jeden Punct r 
gehen S Gerade H und 2 Gerade L. Die 15 Geraden Z werden zu 6 und 
6 von 10 Kegelschnitten A, berührt, die den vorigen 10 Kegelschnitten X in 
gewissem Sinne beziehlich entsprechen. Die 60 Geraden H schneiden ein- 
ander, in bestimmter Ordnung paarweise genommen, in 30 Puncten s, welche 
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zu 6 und 6 auf 5 Geraden A, B, C, D, E liegen; diese Geraden gehen be- 
ziehlich durch die 5 Fundamentalpuncte a, db, c, d, e; die 6 Puncte s in 
jeder dieser fünf Geraden bilden Involution ete.; die 30 Puncte s liegen zu- 
gleich in den ersten 10 Geraden @, in jeder @ liegen 35. Die 5 Geraden 
A, B, C, D, E schneiden einander in 10 neuen Puncten £ Von den auf 
diese Weise bestimmten 55 Puncten, nämlich den 15r7-4-30s--10f, liegen 
nun, unter andern, 120mal 8 in irgend einem Kegelschnitte K, wobei die 
jedesmaligen 8 Puncte zusammen von allen fünf Fundamentalpuncten abhän- 
gen; und ferner liegen von denselben noch 15mal 8 in irgend einem Kegel- 
schnitte A,, wo aber die jedesmaligen 8 Puncte nur von je vier Fundamen- 
talpuncten abhängen.” 


Man gelangt zu Eigenschaften, die diesen zur Seite stehen, wenn von 
5 gegebenen Geraden ausgegangen wird. 


9. Zieht man zwischen 6 beliebigen Puncten eines Kegelschnitts die 
15 Sehnen S und legt in denselben Puncten die 6 Tangenten 7: so schneiden 
sich die 15 8, aufser den gegebenen Puncten, paarweise in 45 Puncten s, und 
die 677 schneiden einander in 15 Puncten /, und endlich schneiden die 158 
und die 67 einander, aufser den gegebnen Puncten, in 60 Puncten r. Von 
diesen 120 Puncten, 45s--151--60r, liegen unter andern 900mal 8 in irgend 
einem Kegelschnitte A, wobei die jedesmaligen 8 Puncle zusammen von allen 
6 gegebenen Puncten abhängen. Aufserdem liegen von den genannten Puncten 
auch noch 720mal 8 in irgend einem Kegelschnitte A,, wo aber jede 8 Puncte 
nur von je 5 der gegebenen 6 Puncte abhängen; und ferner liegen von den- 
selben noch 45mal 8 in irgend einem Kegelschnitte A,, wobei aber die jedes- 
maligen 8 Puncte nur s und x sind und von nur je vier gegebenen Puncten 
abhangen. Im Ganzen liegen somit von den 120 Puncten 1665mal 8 in einem 
Kegelschnitte.” 


6. In eine gegebene Ellipse E lassen sich eine Schaar gröfste Dreiecke 
ACB einschreiben; nemlich jeder Punct der Ellipse ist Ecke eines solchen 
Dreiecks; dieselben haben gleichen Inhalt und ihre Schwerpuncte liegen im 
Mittelpuncte MM der Ellipse E. 

Sind a, d die Halb- Axen und ce die Excentrität der Ellipse £, und ist 
H der Schnittpunet der drei Höhen des Dreiecks ABC und N der Mittel- 
punct des ihm umgeschriebenen Kreises, so finden unter andern folgende Eigen- 
schaften Statt: 
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1) Der Ort des Mittelpunets N ist eine andere Ellipse E&,, ähnlich 
der gegebenen E; die Axen beider fallen verwechselt aufeinander, d.h. die 
orofse 2a, und kleine 25, Axe von E, fallen beziehlich auf die kleine 25 
und grofse 2a Axe von E, und es ist 
ce? ec? e 3 
2° CE er Th u 

2) Ebenso ist der Ort des Höhenschnittpunets 77 eine dritte Ellipse &,, 
ähnlich den beiden ersten und mit ihnen concentrisch, und zwar fallen ihre 


Ad, un 





Axen ?a,, 25, auf die gleichnamigen Axen der zweiten E, und in Rück- 
sicht ihrer Gröfse ist » —=?2a,, &,— ?2b,, oder: 
ec? e? ec? 
0 6 I MM 

3) Wird im Kreise N (der dem Dreieck ABC umgeschrieben) der- 
jenige Durchmesser PQ gezogen, welcher durch den Mittelpunct M der Ellipse 
FE geht, so wird derselbe von diesem Punct M in zwei solche Abschnitte 
MP, MO getheilt, deren Rechteck constant ist, nemlich es ist allemal 


PM:MO —= 4a 18). 


J 








I) Der Radius x des Kreises N wird ein Maximum oder Minimum, 
wenn eine Ecke des Dreiecks ABC beziehlich in einem Scheitel der kleinen 
oder grofsen Axe der Ellipse E liegt. Unter derselben Bedingung wird zu- 
oleich das Product der drei Seiten «, ?, des Dreiecks ABC beziehlich 
ein Maximum oder Minimum. Diese Maxima und Minima haben folgende 
Werthe: 


u 2. 3a? +b? 
Mx. r= ak Minm. r= ger 
on ay — a +38); - aßy == SER Ter au) 


Berlin. im Juni 1845. 
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0 


(Auctore Dr. Schaeffler Berol.) 











' : “|; _ 
$. 1. Denotetur integrale — S en ”) 0a signo Aw), ita ul 
0 


identice sit 





1. Ale) f Ze) 00. 


Hinc primo patet, esse A(x) reale si «= 1, imaginarium si 2 > 1. 


Jam quoniam est, si v.n.a<1, 


log(1— «) a, a: , a° 2 2 
— - —_— a a u a ae a EEE ın int... 





eril 





* log (1— a) Lr; a I 
/ - da It +5 ++... in inf. , 
qua de re est 


2. Ka)=- +5 +5 r+& el. in inf. 


(v.n.2 1) 

Constat esse 
1 1 1 2 u 1 1 1 et 
14 stztgt.ninf. — In’, rat in inf. — 
unde colligitur esse 
40) = 0, 
3. sl) = In’, 
K-N)= nr. 
$. 2. Posi —a=Pß, d(a=— OP, invenitur 








ff Ze da 415 log(1+9) , 
0 


4. Ma)— — / kn 2 LOB. 


unde 





0 
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0 





Posito lma=P, a=1—P, da—=—oOf, est 


x] 2 . ix] " | 
fi es @) da .f Ns 0; | 





| 




















ergo 
I-x ]oo ö r 
1 1—Pp 
Hinc, ob 
"log „ 
j — FO 4: 
(1) 1 zer In’, 
et ob 
we. - a. L’üagP N # “log 22 
I TFT I EI 
elieitur 
x z \ I-x log f Pr 
6. Aa m et op. 
FR 





$. 3. Jam integrando partialiter obtinetur 


Sr 00 = logei—a)loga + f ER 00 


unde, ut facile perspieitur, evadit 























“iogli—a)ni. , ‘ '*loga „_. 
S „— da = An Kae i. iur 1. 0%; 
qua relatione conjuncta cum relationibus (1. et 6.) eruitur 
,(2) = —log(1— z)loege —i(l—zr) 17 
sive 
7. Ka)+ill—r) = In’—logx log(1— x). 
Quodsi in hac relatione ponitur z=4, invenitur 24 (4)=4n°— (log ?)', 
unde 
8. 14) = 142). 
$. 4. Aceipiatur 2>1; tum erit 
dx nn 1 ud ; — 
f en 1—.e) Bu —/ log(1— «) uf log (1— «) de, 
6 ‚ 1 u. 
sive 





’ ’ * log (1— e) w 
) = In — Ö 
(x) == ni ı . 


At, si est @>1, habetur log( = Hay-t unde sequitur 
et ji ee (@«—1) 
esse, = ca-ny /F — , itaque secundum re- 
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lationem antecedentem erit 
I. Ka) = 4 —nlegery—t [ee Io, 


& 
1 
(>1) 
Quod integrale hic intercedit, etiam transformari potest; est enim 


x 1 
Iog( (1) 10g(1— —) 
* log(@—1) n fe da [ nn / \2 v ee 
dis ie Br Om = log =) f Br 














ergo ex (9.) est 





x 1 
Ä ' “ (1) 
10. 4a) = 47 — 4(logr)’ — nloge y—I = - de. 
Porro ponendo me —ß, 0 u ER „ obtinetur 


ß’ P? 


"og (1— 1) log(i—B) ; = I Jog( Zu ’ 
f er 0a — f 3 af oß T 0D; 


1 1 


unde 
x 1 
11. (2) = arf Be, 


’ @ 
@>1) 
Jam relationibus (10.), (11.) comparatis, apparet esse 
12. 12) +4(-) — 4° — Kloge) — nloegery—1. 
(>1) 

















Hinc secundum (8.) invenitur 
13. (2) = 4 — nlog?y—1. 
$. 5. Deinde sit 2 <—1; tum erit 


(etz Bl) nn Dun log(i—e) „, ui er? 
@ gu @ , «“ 


0 0 


x 1 
< TOR Nyany Ba mE wi mA —) n 
+ 


Iog ( 
14. Ma)= — „a —4llog(—z))’ N; 1 00. 
@-0: 7 

















h. e. 





36 * 
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) 1 i 
At posito — = /?, obtinetur 


I En FRA ER Rp, 
} (L 4 ß [ J ß f 4 ß /? 
unde 
tt —) 
r 7 Ihnaasn een 1 zu 8 n 
15. .(--) — zT - r 0a. 


— 
(2 <—1). 
Jam nunc ex (14. et 15.) deducitur 
16.  ı(@) +1(2) FR 


(uae relatio non solum si z2<Z—1, sed generaliter, si x negativum, alque 
etiam, ut ex comparatione cum relatione (12.) apparet, si z>1, valet. 

















eur a 
$. 6. Integrale / og —ß oß ad functionem A revocari potest. Po- 














0 P 
sito enim P"=—=«a, POP = 0a, 4-15, invenitur 
“logi—P?) aa __ fe 
ra Bi men za Zu 
unde 
1- “Wei Pan, _ a 
17. J FR HM) 
At est 
' *log(1—P 
(x) == / 2 DR, 
0 
et ex (4.) 





dee) L SER os; 


ergo 





Ka)+ia) = EA op; 
ideoque secundum (17.) oritur 

18. Ale) +) = 44(8). 
$. 7. Si est 2>0, secundum (7.) habetur 


.(—2) = —4(1+2) +47? —loga log 1+-2) — rlog(1+r)y—1. 
et ex (12.) 
1 





.(1—x) = -1(7-5) 4° — 4 (log 1+ 2) — nlog(1-+-z)y—1; 
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ergo erit 
1 2 2 
19. 4(— 2) = 4 ra) UT tlog(1+2))’ — log log (I -r). 
(2 >0) 
Qui valor ipsius A(— x), si in relalione (18.) substituitur, prodibit 


ww. Als) = 240) +2. IT )— — 37 + (log(1+2))’— ?logr log (1-2). 





(z >0) 

Denique quum ex (7.) sit 

(2) = — 41a”) +4? — Vlogz log (1— a?), 
erit 
4. 2.0) +2.) -+iU-a)= 47 (log(1-12)) 
. 24 Mrz) T = 377 — (log(1--2))’— 2log x log(1—.). 

(2 >0) 

Quod si in hac relatione & ita definitur, ut sit To; h. e. 14V, 

2" z 
et i— ed —= zu4t v5 — 7; quamobrem invenitur 














22. 4 nun, = + (le (FO) — 310 (N) 108) 
Hinc ope relationis (7.) invenitur 


3.457) = +40)" 3 (0 (2°) 





























Posito in relatione (19.) e— IF 2, evadit 

2. al) — 
+ (lg) F10g (= rS)jg (2 Ir Iog (IF?) 10g (+) 
Posito in relatione (12.) {— 72, oritur 

25. (4) — 

Pelle) +31 10) lo) y- 
Statatur in (16.) —1Z°; tum prodibit 
2». (IR) — 








— 152° (log LEWS)) +310g(Z mankgın Mn VS). 10g = 1475) 10g(1475) 
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3— y5 


Denique si in (12.) ponitur _— - 





, obtinetur 


) 
- 


N & 
(os we 


Jam ex relatione (20.) aliam relationem derivasse juvat. 


seeundum (7.) 
(a) = — a; 7) regt aloe): 


quo valore in (20.) substituto, obtinetur 


27. 





<2) RB 


2 


- 


7 


Dim 





| 5 


























)— _—n 1og(*+) /—1. 





Est autem 





> 


3. Ka) = 2) logli+ m); 
(2 >00) 
et posito in hac relatione per (7.) 
.(2) = —ıl— 2) Im —logrlg(1—r), 
erit 
29. I) = —Al—r) — 2()+ 37 — 2logzlog(1—x) —(log(1+x)). 
(T>0) 
$. 8. Quum sit 
2 Mor (1—e) FR f’ ne n EZ ge 
erit 
(2) —= 4(y) /" ern de. 
y 


Jam habetur 


’x | ER Ä 
f og( &) da 
. & 








“Ylogi—y—.u) - 
—— Be 4 ca 
S y+a 


() 











/T Ylog(d—y) 
yra 


0 v) 


siquidem non simul est << 1, y>1, 


ee / 


—__ 


— log(1—y) log (>) u 


. Fr ”1og( 1 . 
yra 


3 








unde exoritur 








. . x] o(l— 9 Tor 
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0 


“ n 
30. 4a) = 4y)—log(1—y)log (5) — ıf b> ai =) oa. 





0 1 +- m 
y 
(ubi non simull 2 < 1, y>1) 








2—=—Yy\ — L—V = ’ 5 ä F > 
Jam si est v.n. yes“ lt, r — 1, in quibus relationibus invol- 


vitur, non simul esse 2 <<1, y>1, habetur 
5 (1-5) I 
Y 145 
le)‘ | 
fs zeron] 
Ir . „=f(—1 )(- = ) 
2 fr "sl-ve ig 1+n Er )|\: 
[ar er” 
Fe u | IH x [z| Fe - 
sah: DI = 
= m - - 
(— D@_® 


7 g 








i u l 





















































i— ei = 7] ei 








Hinc relatio (30.) multatur in 





L—y 
31. King ) & 


a D»_ 9), € SE er =] 


3 r ur mr 








— .eininf. 








. 
(v.n. = —T, <=) 


Ponendo in hac relatione y=4, et 4L-+-x loco x, eruitur 
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0 





32. a 4te) = Pat alte?) Ting? -log(1-+-2r) 
2 »\ 2 = > , B 
+ cry inf 
N KM 
Atque si in relatione (31.) ponitur y ee et nd -- x loco x, obtinetur 





2 2 


33, er. a) +) — 1% 7° _- (108 FI)" — los FF Mg (ZW te) 
II EIER EN) 


2 
































re) er Bim An m ) 
4 2 


$. 9. Quae expositae sunt RER, ad computandos valores particu- 
lares funclionis A(z) singulis valoribus ipsius z ab e=— x ad r—-x 


X 





— ..1ninf. 











vespondentes inservire possunt. 


Ac primum quidem valores particulares ipsius A(x) ope relationum (32.), 
3— v5 
‘) 


-— 





(33.), investigentur ab 2 = — 0 ad ==}, indicante d quantitatem 





positivam quamvis parvam, h. e ab 2 = 0,38 ad x —= 0,). 


—1+4y5 _ . 9 143 1 .3—Y9 
‘) ” 





Quod si 





==, En = l—o = — 
’ 1+u 2 
Y 


“\qar. ei — ” men . 
yıY; 12° 1+a N 
I— ze =1—o-+y. Itaque, si est O<yZoa, erit = MAT eo <Ii— 


Jam posito 








statuitur 2—a—y, erit 2? = a?— (9a — 


alque, quum sit pro 2 —_4, 1-24, ex illis valoribus computatis ope re- 


lationis (29.) valores ipsius A(x) ab PB su] AZ d ad zr=} erui possunt. 


2 


Deinde, quum etiam, si et O<=<{14, sit z’ <7,, 7, ponendis 


ie 


valoribus loco x minoribus quam 4, per relationem (28.) reliquos valores 
funetionis A(x) ab e—=4 ad x =0 computare licet. Porro, adhibita rela- 
tione (7.), ex valoribus nolis facile inveniuntur valores ipsius A(x) ab 2 —1 
ss 21. 











. . X log (l—a) . 
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Jam nunc ope relationis (19.) aut omnes valores ipsius A(x) ab « — U 
ad 2—=— x, aut tantum ab 2e—=0 ad ce ——1, et reliqui ab 2 — —1 ad 
7=— x ex relatione (16.) noteseunt. Denique relatio (12.) valores ipsius 
(2) ab 2e—=1 ad a —-+ © praebet. 


$. 10. Recipiatur relatio (31.), ponaturque, compendii causa 7 —" — v, 

















- 
eh 
1—y EN 
2 m . .yrri n 
HR Sn PR re. yet ] 
ni 3 Li 2 2+4)11 2 3 (+4 
— in inf. = OÖ. 
ita ut relatio (31.) mutetur in 
(2) = Ay) —log(1—y) log(Z) + O. 
Jam est 
w w?: , w? u w! h na 
ae 2 +(—1)? — f (w—woa+we— + +(1)w'r'a‘) do 
1 RE DEE. |, HA(wa)iti_ 
== er; 
ae dm, 


ergo eril 


>) or 1 —F(vwa)?+} 1 
er of >: r ® B . 2 ’ 
Q e (Z[ 2+4 | das trz 2+4 er) 


Br Ad I+v)+v logl—vwae)+owa\. 
FRTR ef ( 1+wa wa(l+we) )ö« 


49 tlog(i+v) „ a r 
Fr / 1+wa u a(1+we) er 


0 0 

















= —og(I4+ log(itw)—f EL du, 





Quo valore ipsius Q in relatione superiore substituto, si pro v, w valores 
restituunlur, illa transit in 


— ee 
34. la) = Ay) S e _. B, 


undunen 5 8 


er 


da. 1 
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Jam ob 





logi—vwe) . 




















- 00 2% - 
we 2er . a-+wa? 
a + — a?’ 
y 
“ ( W« ) 
wa >\1 wa/. 
= log (1—vweo) log (. — -) -+- vw + 
1+u 1— wu 
obtinelur 
XV WW“ 
og(1- =) No), 
, log ‚ 108 
a 1 —r a 1+00@ 
35; i — 00 = — log(1— vw) )log(;7 =) vw + 
« V BD) 1 —NWWa 
I x up a “ 
) 10% %£ 1— nn oß 








At sı statuitur I— rwa =) — Pe 4 btinetur 
>’ 4+wa v+1—ß’ u ww’. 





vw 
wa uU — 
Na log [- ir e-_) og (FE 
or wa/ . v u m 
36. —v of - - —— 00 nf Ehe dm On. 
u 1—vwa 3 
i) 1 
_— Xey — . 
Ob relationes condilionales v.n. (2 Ay BE —1, sive 
—y . u y 
v.n. (we) 1. -—1<vZz 1, P induente valores parliculares ab I ad I— vw, 


I—? jacet inter O0 et vw, v+-1—P inter v et v--vw; ideoque, posito 
log (1— 3) — log 14- "lin 


A. Si est aut vw >0, v>O, au vw <-O, erit 


log (; I) = u... 


B. Si est ve >0, v<0, v+-vre<0, erit 


. 1—ß _ I“ } E 
log 3 u y-Fray—l; 


C. Siest vw >0, v<0, v--vw>0, erit 














1—ß re np 
— L2ny—1, ab B=1 ad P=1Hte, 
ur | 


Hinc oe 
A. Si est aut vw >0, v>0O, aut vw <Z0, posito hoc casu 


l—vu u 
» 10g( 1 u 
" — 
/ f 07 —— R, 




















EETEIETEN 
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[24 
































esse 
1—vu ß 
i "BHO 1 — 
R EN 1-0 og (1—ß) 5B BE I vw]og(f-+v) 08 7 log(1- 2 23 
Ä B / B x Ati 
alque posito in integrali ultimo = yv, P=(1+40)y, 0ß= (1-+v)9, 
evadere 
1—vuw 
'l—vw Saw ” 1—vw ] “ I+u ] u > 
RR / eP A) oB E elTd) ng f log(1—y) dy 
i ß Ä i 
1+ 
1 en 1—vw e 
ir FR ; LoR 1, on A log(1--v) log 1— vor) 
1—vw Sa7n 
ro el Z +1 
Ff Ya +[ or 
0 
—dvW i 1 
= — log(1-+- a Re ifo ') Mr 
Quo valore ipsius R in (36.) substituto, positoque vw——TY,, w——-, 
pP pP q .. 


.(1)=4n', ex relatione (35.) invenitur 


log l — 174) 
37. A. uf Fa Met 


0 a+ a? 








wer 
VA HE) 


' z—y_ x—Yy z—Y _ 
(obi au Z=7>o, #2 u 20 
1—y F 1—y 














B. Si est vw >0,. v<0, v-+-vw<Z0, posito hoc casu 


1—vw 


log N: 
f n NerEE2 = R, 


1 





erit 


1—vw — 
1 


Ilaque ex (39.) invenitur 


A 











‘ = Y » hg . * log 1— 
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0 
log - 
37. B. . 00 
0 "+7 a? 














Ä 1—ır 1—.r „Si—z .i—x)} 
I7:— loor 19 "Aa PR Re 
In’—loga log( =) | 2alog(TZ;.)ı 1—ı =, | .( EA ‚(2 -). 
sy _ PA 
Fa >d, ) ıYy< 1) 
©. Si est vw>0, v<0, v+vw>0, posito hoc casu 











1-1 W En - 
108 (1) re ia 
op gu R , 
R ß 
eril 
7 j De. 
R' BE +/ m 19R 


ergo EX (39.) eril 











I—ı\ | 9 s(- .) l— ")- (d—a)y\ ;./[7 
4 7ı — log x le )+ log en y-1 —/ = “ /. 1) (2) 
(—E 0. ni; y>1) 
1—y Y - 
Quibus constitulis, relatio (34.) pro tribus casibus transit in 


38.4. Aa)—Aly)- al) +3 )- Ale ) = n’—logrleg(G—), 
































ya 
(ubi aut = >06, 0 u: [, aut —I == 0, mI< 24) 
3.8. ii) - 
— 4 log log (I ")+ abge (E)y-1; 
(02 en Fa ER <0, y<i) 
39.0 Ka)—ay) tal) 4 m =) 
SE Brit 


v 
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$. 11. Ex his relationibus duas variabiles continentibus, relatione inter 
x et y staluenda, aequationes, quae unam variabilem involvunt, deduei possunt. 











. 1 — 2 . 

V. ec. ponendo = y=1-—-r-r, erit 
BF aan tt Eh EN (1—r)? 
1—y u Te = 27 


Quod si est, <rZz ji erit 





—1< 72 50:0 pe 
ne Y 


Itaque secundum (38. A.) obtinetur 
fi _ 2 
39.4 Ka) at) tl EL), (ee 
—- EN 
4<eZzi) 
Sı autem est z >1, erit En een I. —1< x _. <0, y>1; ergo 
secundum (38. C.) habetur 
" ! D) r 1l— .ır x? wer n - x: 
39. B. Ma) — ala + ar) + a( ere )+ (usa T 3) 
un AP 2 
— I + (loge)? — 2nlog(- en )y—1 
(e>1) 
































Deinde posito 1—x — © —a’, invenitur I — ee IF . 

einde posilo I-2— —, y=2—z‘, inve ah Ken Eu £ 8° 2 re VE 
Jam si est Oo <x2 4, erit a een} Be 3 ’ > I: ergo ex (38. A.) 
colligitur esse 

. n 9 ur ! 1—ır (1— x)? 
‘ a f ARERER j- un 
10.4. Ka)— ka —D)+il—n)tı rn ei) 
1—.ır 
=. a? — log log( — mi 2) 


W<r—h) 


Atque si est 2 <ZO, erit a7 I, —1i er <0,. v<Z0V; quam- 
obrem ex (38. B.) eruitur 


nn 1— x ‚fr Ai— x)? 
10. B. Ma)—ıa— a) Buzatlez Zu 3) 











= 1a’ — log. log (7) 1 ?rlog (—E er, ' —1. 
(2 <0) 
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Jam ex (12.) est, I 0<r 1, 
" = bike 9 b) 
(—)+il2) = 1” — 1 ’L; ey— 
.(--) +22) = 4° — Ylloge)?’ + alogey—1. 
et ssr>]1., 
re 2 ‚2 ’ 
.(2)+1(—)= 437° — 4 (log ee’ — nlogr y—1: 
deinde secundum (7.) habetur 


7 % 7 .\ FE 1 2 yo f u‘ 
(2) 4(1— 2) = In— logrlog(1I— x), 


aa) = ll rt2N) 44m — Loge — a‘) log I + 2°), 








y ) RR u A u log( 1—ır )ı 5 ( x? ) 
UMoıartı?/ WMoa+tı.?/ 16 5 I— +22 08 I—c+x2?/° 











ti): 


J.\ —— 
\—r+.r?° 

. - 1 . x? 
‘ > ni > ‘ ’ d a. > ee a ar 1 . 
alque quum, sı est 2 < 3, sl O< yER—< I, set 0o<&2e<1, sit 





x ä . r 
—— <|, u“ u . Be 
0 < ey ar da ei ssıest <<, sit ee u pr <0, secundum 


(12. et 16.) habetur 


x? ‚„(l-x+r? | 1I—r tr! \\ 2 | 1—ı+r? 
j a ER is u 21 1 « . | “ 
il, r ) Er Ai r? ) 37T 7 + (log( rt )) u alog( r? )y-1, 





























Quibus valoribus in relationibus (39. et 40.) suslitutis, eruuntur relationes 


/ ı ca ı „fA-rr+rr? „(i—rHtır? 
41. A. (1242) ti( A )—ı( Mi ) 
Bi X 


— — 4 sdloge? — alogey—1, 


(4<e-eZi) 








nt Zi) 








BEN. Daäg . 
41. B. — 1242) +2( ia )( 3 
In’ +-z(loge) --aGloge — ?loeg 1-2 + 2))y—1., 


(2 >1) 


a 6 
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\ I—ır +2 1— r-+.r? 
41.C. —ıl— 2 +2) i( = )— Au >) 
— —4n’+3(logr)’ —n u og 1—r +-r))y—1, 
(I <- ee — 4), 


4.D. 11-2 +2) (E) (2) 
— — 4a + 3 lleg —)y'+ 210g (IF 
(2 <0) 


Ex his relationibus ope relationum (7. 12. et 16.) aliae possent inveniri. 











x—YVy Y—Y 


$. 12. Posito in relatione (38.) y=4, erit u, —=22—-1=—. 


llaque ex (38. A.), quum sit 44) = Js" —4(log?)’, eruitur 





’ | 132 ‘ ‘ 7 1—ır ‘ ? fı ‘ 
2. klar )+4(5-)- AQ—IE)— 4 =) = jr — log ?)’— log. r lee ?— ?x). 





I: hine deducitur ex (38. A.) 


\ 





Posito y=4r, er — = dk u < Dr 


13. 12) 142)+4( we mer 








co Ir 
— | A 2 22: . rn 
(5) — Tz!l --4+(log?) log x loe(5— ). 


Atque eodem modo etiam plures relationes derivari possenl. 


$. 13. Restat ut de seriebus 





2” „*® 2” . >. 2 | a 2: Bi ah 
u B= F 2 ur inf. et rat: in int. 
verba nonnulla subjiciantur. Nam quum sit 
2°, r® u; 1/22, x* x® | un: 
A .eo.. un sl ++ Di sa» 
92 1 42 | 92 in inf. = Jya\ı I 9: PT gr ım inf.) 
obtinetur 
a A . 
BE De‘ tt ) 
44 tt in inf. = 44(a 


Deinde quoniam est 





$ji,#, 2 # , # A RE 
en > — I 99 ee Re ER ın inf. —ı N BI y 32 u 1 Sr ın inf, 9 
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5 x> ., 
ka bl iso. alte za: ee re / zpe\ 
ıi 7 37T 5: l ın inf. gas ha) — Al — m). 


S 
- 
nn | 


$. 14. Denique de serie, quae in relatione (31.) intercedit, addantur 


u. f0—y y i w (I+v)w . 
haecce. Posito ——- =v, — =», erit yv=-——, r— 7727, Ero 
Y ’ 1—y ’ IT IIn? 1+w u 
ex (31.) invenilur 
v? a ‚ ve fw w? 
- 6. ee I En [+ ee -} Er Ne, SERBRAERN: r —] — 0008 


} la 4 w 
zn A ae ji (=) — log (1 I w) log (1 - v). 
(v.n. ww) 1, -1<vZ 
Hinc posito — v loco v, quum sit 


ve? ww, = L- 14 ve fw w? | er in inf 
s ı rslıaltgliogrg,te in inf, 


2 — 


EEE) ga Hedi) 


W.n. ww) <1l, -I<—vZ1) 
ex his relalionibus addendo et subtrahendo eruuntur relationes 


ve? w , vefw w? , w’I , v!fw w? , w? wen w>7 | Ei 
a — — + — Ir... in inf. 


| - 
rn BE \ uasıne BE zu min We ua nn  ,—— un em 
{ m T > r I 


VE GE 1 Se ae Eu 2: a a a 
ler) — 22) log (1--w)log(1— v), 


(v.n. vw) Z1, v.n.v<-1) 














18 ve Tw w?ı1 , v’[fw w? B w* 
u an. 2 ı 511 2 3 + 
? W w? , w? w* ı w?° =] 
lo — 4 4 in inf 
7 - 4 ' 0 + 





| pe) 


A) ER) gti (tt) 


(v.n. vw) =1,v.n.v<{1) 


Posito w == I, hae relationes mutantur in 


19 N ı 13 N Ä er f 1 . . f 
R >: | — 1]+- — [I—44+4]— -- in inf. 




















’ » . . x log — (1 r % ‘ 
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el adhibita relatione (7.). 





>30 u” ver tar] ®" KT 1 1/27 | in ij 
at TiIrzH-IHYUTSl-rrs—trR] TA in inf. 
— —log(1--v)log(l—v), 
(v.n.v<1) 
R' gr v> u? 
A a» a; aa 1 . . . 

9. 3] - 5 [1—4--1— 177-1 -1— 144-4]. - inmf. 

— a? — log?) —A(4 +40) log? log(1-4-2)— Alog(1-- v) log(1—). 


(v.n.v<Z1) 

Hinc, quoties valores funclionum 4 in his relationibus oceurrentium sunt noli. 
eliam valores serierum istarum notescant. Sie posito in (49.) vo I, eruitur 
92. 41 —4[1—4] -14[1—4-- 1]. -- in inf. — „’—4(log?)”. 

$. 15. Si relatio, quae ex relalione (46.) ponendo — ee loco ww evadil. 
ad hane additur, oblinetur 


E a, B 6 )[# w* | ( ) w? , w* | 7] in inf 
un di m Dim nie Km en rn 7 user T> DE en ur u ee 1 in ıni. 
3 4/41 FR S Bier 27/9 











vo’; w?’, w? | a u) 5 ıw* | 1 in inf 

— 1 4). — I oc _— 1 rn A 5 9 ee l l “ 

II I MIT SIT Tr ET 
vt ww? , vefw? , w# w’ , w* , w*T,, a 

— 11. — 1-14 PET — ein inf. 
BE >- 34 

‚ii+v)w\ | I+®) i u 

„( ) )- A —4+®) —/ —) -4\—— ) — log (1— w’)log(1- 
1+w / rn ur 1—w 


W.n.ww==1l, -1<vZl) 
At ex (46.) est 


S w? , vofw? , wt] , v!’fw* , w* , we | RD, 
—r TEIT TEE T STEHT Te int. 


1 31 !'2 








Ze 10 N (sy -Jog 1— w’)log(1— v*): 








1— w 1— w? 
ereo ex relatione antecedente invenitur d 
T T u. + TE v’ r weT | 6.2 
ar = — L... in inf. 
een ö REN. (ee. w tz) 
1+w 1— w 2 1— w? \1+w 1I— ww 





(v.n. we) 1, v.n.v<Z1) 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 4. 38 








Yloz (1=«) 
WERE oda. 





394 21. Schaeffer, de integrali —/ 


o 


Jam est ex relationibus (12. et 16.), 


> tl) ar 





























I+w w 
il<wu—0. ) Ak: (222) 42° 4(lo (= *)) » 
ie< —t1l. (2) — — (te) 4 Im’ — ı(log a) - log (*®)) —1. 


Juodquum ex (7.) sit 


(Er) — (2) go) 








w u 
eruilur 
{w\ I\. 1+w\\? 1+ l 
(0) N) los), 


(w >0) 
Ale F = -. (-; P )- das (10s(E)) 410g (=) Io (—) - log (— y-1, 
(-1<w<0) 
Ta BaT BE VER LT ED) IN LO TER FE LO 
w<—1) 


Ex quibus relationibus invenitur esse generaliter 


54, (2) 1) zu (=) = = +(lo (= ): 

















I-+-w 1— u 
Quapropter (53.) transit in 
35. v” ‚w a v w N ii en v w" u w Bi w“ as in inf. 
s 1 str tat 7ltreotzın 





1 amd LA (= rain 2 1, 2) -+-tlog(1—w*)log (1) 


l rw 
Ä 1 + w\\? 
rt (log ER 


(v.n. vw) =1,v.n. v<{1) 
Si relatio (47.) et quae ex ea ponendo — 0 loco w evadit, adduntur, oritur 


un . u — — — mo —— ——— — -— — ln — — 08% i 
2 4 n2-:-2 +11 „373 


1 () 44 (-Et21R) Hl) ") 


al) 2 Br log (1— w’) log(1— v‘) 














alque quum ex (54.) sit 


ul) =) 


I+w 


1— w 
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eruilur 
un v* ww? , vefw? , wi] , v’fw? , we , we il ah 
6 STH3 tat ++ in in. 
u „(dr 2. a) lee) 
. I+w \dA1-—-v \14+w \ 1-v 
I+u 
(5) log log le) 4 (tos(;EE)) 
-r (.— var og(1— w') log(1—v’) 1 (log Tp: 


(v.n. vw) Z1,v.n.0<-1) 


Si relatio (47.) et 2% ex ea ponendo — ww loco ww oritur, subtrahuntur, oblinetur 








a ET a a RT 
1 | : eV Re er 
plET AR. (= kelen) c L MT u BE FT am el 
’ I+w 1— w ä w „ 1— w 
er ! Fe " — 10 u bad 2 
1) 2 3 3log 1—ı )log(ı ui 


(v.n. vw) 1, v.n. 


v<_1) 


Si relatio en et ae ex ea BaheBRh.: — ww loco w evadit, adduntur, habetur 








„(dee u ww Snäh bgl Bot dan 
1+w Fu Jul 1— w ee), u ze u W - | ‚Ei 1— w )— Hlog(I-w’ Jlog(- =R 


(v.n. (vw) 1, v.n.v<1) 


Denique si relatio (48.) et quae ex ea ponendo —ıw loco »» oritur, subtrahuntur, eruitur 




















& ve wo , vfw , w’T , v’Tow , w’, w’, a 
99. SEI FAT TH +3[7 75% 5 ] ein inf. 
„(tv w —(1+v)w Ad—vw\ |, „„fA—ve\ , 11, A 
1+w ek ı( 1— w Ju r er eo: 44 1—w ) | Hos(; F)1og (1) 
(v.n. ww) 1, v.n.v<-1) 
Jam nunc ex comparatione relalionum (59. et 58.) prodibit 
‚„((+o) W\ı 3 —(I-+v)w (d—v)w — (1—v)w —t— ro? 
m. I+w y (= 1—w p (ZZ I+w a 1— w 2 . 1—w: / 
1+w \ 
un 
} (log (=) ’ 
(v.n. (vw) =1, v.nv<Z1) 
Alque si valores ipsorum ® et ww restituuntur, h. e. ponendo v — ; wm I: 
relatio antecedens mutatur in 
3.0) % Ds Mn) resp)“ 








[> 





eu 


EEE VERSEHEN. u 


7)<1) 
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22. 


Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. 
(Von Hrn. Dr. Ötlinger, Prof. ord. an der Universität zu Freiburg im Br.) 


( Fortsetzung des Aufsatzes No, 16. im dritten, No. 21. im vierten Heft 26ten und No. 17. 


ım 3ten Ileft 30ten Bandes.) 


Bun. 


Ih einer Urne befinden sich x verschiedene Kugel- Arten und von jeder Ar! 
ın verschiedene, aber auf gleiche Art bezeichnete Kugeln. p» Kugeln werden 
einzeln herausgenommen und die gezogene Kugel wird nicht in die Urne zurück- 
veleet. Wie grofls ist die Wahrscheinlichkeit, dafs gerade s Kugeln von einer 
bestimmten Bezeichnung nach einander erscheinen werden? 

Die Anzahl der Kugelgruppen, welche ein bestimmtes Zeichen haben 


und s Kugeln in sich begreifen, ist ==", 


Diese Gruppen können von der 
ersten, oder zweiten, oder dritten u. s.w. oder von der (p—s--T)ten Zie- 
hung an erscheinen, also p—s- imal. Jede dieser Kugelgruppen kann so 
oft erscheinen, als sie (als Ganzes betrachtet) von Kugelgruppen mit anderer 
jezeichnung auf den übrigen p —s Stellen, sie mögen folgen oder vorangehen. 
oder theilweise zugleich folgen und vorangehen, begleitet werden kann. Hieraus 
ergiebt sich für die dem Ereignifs günstige Gruppen - Anzahl: 


sI—1 f 
\ 


p—s-+H1) "(mr — rpm! 


Die Zahl aller möglichen Fälle ist (ran)"!"'. Denn die Zahl der in der Urne 
enthaltenen Kugeln ist x m. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 


| w — P—5 +1 ). rl-l(mr — r)p- sim! 
| Mm (mrypi—1 





Die Bedingungen sind wie oben. Es soll die Wahrscheinlichkeit be- 
stimmt werden, dafs s Kugeln, von einem bestimmten Zeichen, hintereinander 


verade zweimal erscheinen werden. 
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Die Zahl der Kugelgruppen von der Dimension s, die dasselbe Zeichen 
haben, welches s vorher erschienene Kugeln schon halten, ist 


a ee 


Diese Kuppelgruppen, welche in zwei Parlieen getrennt und dabei als Ganzes 
erscheinen sollen, können so oft vorkommen, als sie y— ?s-!-2 Stellen aus- 
füllen oder die Zerstreuung in p— 2s--2 Fächer eingehen können. Diese 


(n— 25-4 2)21-1 : 
} a .  Aufserdem Ireten 





Anzahl ist nach $. 41. meiner Comb. Lehre 


mit jeder einzelnen Gruppe alle diejenigen in Verbindung, welche von anderer 
Bezeichnung sind und die übrigen p—?s Stellen einnehmen können. Die 
Anzahl der günstigen Gruppen ist demnach 


AT 2jı Li 
gt 
und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 
(p— 2s+1) 1-(mr — r)Pm3imt 
17 (mypi-1 


(mr  r)P +4, 








2. w — 


Werden diese Schlüsse fortgesetzt, so ergiebt sich für die Wahrscheinlichkeit. 
dafs s Kugeln von einem bestimmten Zeichen hintereinander gerade mal unter 
den oben genannten Bedingungen erscheinen werden: 

(p— rs+1)! rl. (mr — r)Pp=sı-1 


gs (mr)r-! 





3. w — 


Hiebei ist vorausgesetzt, dafs eine Kugel von der bestimmten Bezeichnung in 
den übrigen p—xs Ziehungen nicht mehr erscheine. 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs unter den genannten 
Bedingungen wenigstens einmal eintreffen werde, ergiebt sich aus (3.) leicht. 











wenn man allmälig 1, 2. 3, #, .... statt x setzt. Sie ist 
sı—1 TEN \P—si—1 ( Mae,y py? soll at P—2sj-1 
' ) m? ’ ) 2S ? in ? 
4. w=(p-s-I) Si IR. En MN ME. A EEE 
! (mr)P 1? (mr)P| 
f (p—3s+ 11 lÄlmr — r)p-3si-1 
i p>1 (m yypl-! ö Be 


Diese Reihe bricht ab, wenn ein Glied in O übergeht. 


Nimmt man p Kugeln unter den oben genannten Bedingungen aus der 
Urne und fragt: wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs nach einander ge- 
rade x, Kugeln von einer bestimmten Bezeichnung, x; von einer zweiten, 
x, von einer dritten u. s.f., x, von einer sten Bezeichnung erscheinen wer- 








298 22. ÖOtltinger, Untersuchungen uber die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


den, so ergiebt sich leicht aus den obigen Bemerkungen der Ausdruck 


sI-1 it X, x.|-1 X eX,—,....—Xx,|-1 
. (pP — 5," tl [)' er \ .y Eee (i sl (mr — sr)? i , ‚| 


). W m m—r 
(mr)! 








1 


Die Wahrscheinlichkeit, dafs das Ereignils in einer bestimmten Ordnung ein- 
irelfen werde, ist 





ll, „Xel-1 xl — N rl 
G (p XL, — rs +1)’ ya ge Wr sl (mr—r)? x—xX xl 
), DB Su ne en . : = A 
il (m r)pi=! 


Diese Gleichungen finden mancherlei Anwendungen. 


In einer Urne sind r verschiedene Kugel- Arten, von denen jede m 
verschiedene, aber auf gleiche Weise bezeichnete Kugeln zählt. Man zieht 
s Kugeln einzeln heraus, ohne die gezogene Kugel zurückzulegen, und wieder- 
holt das Verfahren so lange als möglich. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit. 
dafs s Kugeln von einer bestimmten Bezeichnung hintereinander in einer der 
möglichen Ziehungsreihen erscheinen werden, ohne dafs vorher eine oder meh- 
rere Kugeln von einer andern Bezeichnung erschienen sind? 


Die Wahrscheinlichkeit beruht darauf, dafs s Kugeln mit der bestimmten 
Bezeichnung entweder in der ersten Ziehungsreihe, oder, wenn es nicht ge- 
schieht, in der zweiten, oder, wenn es in den beiden ersten nicht geschieht. 
in der drilten Ziehungsreihe erscheinen werden u. s. w.. ohne dafs vorher eine 
Kusel von anderer Bezeichnung erschienen ist. Die Glieder dieser zusammen- 
veselzten Wahrscheinlichkeit ergeben sich aus der Gleichung (1.) leicht. Es 
findet sich 
I 


il (mr p)\| Lye|-1 | (mr—r)?®I-1psi-1 | (mr—r)’1-1 gol-1 


(rm) | (rm) | (rm)*1-' | 








. w= -—- 
(rm)*\-! 


Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in O übergeht. 


Sind schon g Kugeln gezogen und darunter z von der bestimmten Be- 
zeichnung erschienen, so ergiebt sich aus (7.) folgender Ausdruck: 








Q — (ra) I:  (rm—-r—M" , (rm—r —gy®- 


w a ur ’ _- DRABIE: EER 
(rm—gyL  (rm—g— ST! | (rm—g— 


—— 


Diese Gleichungen finden unter anderm beim Pharao Anwendung und 
bestimmen die Wahrscheinlichkeit, dafs in einen Abzug (Plie) zwei gleiche 
Blätter von einer beslimmten Bezeichnung fallen werden, ohne dafs vorher ein 
Blatt mit dieser Bezeichnung erschien. Gesetzt, es sei noch kein Blatt hievon 
erschienen und der Banquier habe noch 21 Blätter in der Hand, so ist die 
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Fee dafs ein Plie fallen werde: 
9. vw arlar-Yar-NH+Or-BAr— Dt Hl], 


wenn in (8) 2=0, 9=0, r—=4, rm=?r, s—? geselzt wird. Die 
in Klammern eingeschlossene Reihe läfst sich wie folgt summiren. Es ist 
_—. Rr—I)Rr—2) (Ir —1) 





ee u 0 a IE Be )y zy 

1 N . = | (? A a 3 
Ferner ist aus 409. Pg. 177 m. Lehre von den aufst. Funct. 

9 a, 2. au. f rı\D| (2r—?2 3 

PB BALEH.... e at E, 





A 


Werden beide Gleichungen zusammengezählt und das Resultat durch ? dividirt, 
so ergiebt sich 


1?" 4314 Milk SEEEEE QOr— 3/1 — 


Die Wahrscheinlichkeit ist also aus (9.) 


FRE. ine 2 7.1.0. Lern >) 
4:5 





4r—5 
(2r —1)(2r — 5) 
Ist schon ein Blatt von einer bestimmten Bezeichnung erschienen und sind noch 
?r Blätter umzuschlagen, so ist in (&) 2=1, rm—g=Ir, s—) mu 
setzen. Die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Plie erscheinen werde, ehe eines der 
drei noch übrigen Blätter gefallen ist, wird 
a ee 3 Dr 4-19] 
ER (2ry-t T 77 ) r 
sein. Die eingeklammerte Reihe ist leicht zu summiren. Die Summe ist r”' 
Demnach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
w 
QO 
2R2r—1) 
Sind schon zwei Blätter von einer bestimmten Bezeichnung erschienen, so ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Plie erscheinen werde. wenn noch ?r Garten 


10. a. 2 











11. w — 





umzuschlagen sind, 


k 1 
2.0 = er oe 
Dieser Werth ergiebt sich, wenn =), rm—y— Ir und s— \ geselzl 
wird und die nöthigen Reduclionen gemacht werden. 
Sind noch 2r Carten umzuschlagen und wird eine von ihnen, etwa die 
unterste, als nicht mitwirkend betrachtet, so ergeben sich auf ähnliche Weise 
folgende Wahrscheinlichkeiten für die oben bezeichneten Fälle; und zwar, 
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wenn noch kein Blatt erschienen ist: 





4:3 Z ai 
2 3 2 See VI r.__ 3721-1 _1,/9»._SY%1-1_ L,.;. ae]. 2-1 
13. U — nm? I) | r- J, 5 1 “2 
4r—)9 
(2r—1)(2r— 3)’ 
wenn Ein Blatt erschienen ist: 
3:2 2 ‘ ‘ - | ,Y . sr —1) 
14 m = a ——— [?!r—3-- Ir—9 +03 ar - - z. 
(2r—I1) Ä (2r—1)(2r—5) 


wenn Zwei Blätter erschienen sind: 


I Me (r—1) = 
ı) Br u 7 { ._— ) II 
(2r — 171-2)‘ 2r—1 


Von p Urnen enthält jede m verschiedene Kugeln, deren Bezeichnungs- 
art in allen dieselbe ist. Man nimmt aus jeder Urne eine Kugel heraus. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die gezogenen Kugeln die gleiche 
Bezeichnung haben? 

Die Zahl der Fälle. welche dem Ereignifs günstig sind, ist an, denn 
von zu verschiedenen Zeichen kann jedes nur einen günstigen Fall geben; die 
Zahl aller möglichen Fälle ist »»’. Hieraus ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit 


N 1 
| 6. WW = — an 
mr 


Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dals nur Kugeln von zweierlei Zeichen erscheinen werden, und zwar x, von 
dem einen und p— x, von dem zweiten Zeichen? 

Betrachtet man x, Kugeln von der einen Bezeichnung als ein Ganzes, 
und die von der andern Bezeichnung auch als solches, so ergeben sich so viele 
Kugelgruppen von zwei verschiedenen Bezeichnungen, als Versetzungen aus 
ın Elementen zur zweiten Classe gebildet werden können. Diese Anzahl ist 
m(ım—1). Erwägt man aber, dals die gezogenen p Kugeln von zweierlei Be- 
zeichnung so oft mit einander verbunden werden können, als x, unter sich 
oleiche Elemente Versetzungen von p— x, unter sich gleichen Elementen ein- 


gehen können. so hat man, mit Rücksicht auf ($. 9. m. Comb. L.), für die Zahl 


der günsligen Fälle: 





gun pri! 21-1 
4, Va Dj 
1° -1 
Die eesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 
pPpI=1 m2l-1 


u 





LE 
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Diese Gleichung gilt nur so lange, als x, und p— x, unter sich ungleich sind. 
Ist y— 2, r,, so müssen die Verselzungen, welche bei den Kugelgruppen 
von gleicher Bezeichnung eintreten sollten, ausgeschlossen werden. Die Zahl 
der günstigen Fälle ist dann 


Wer ppi-1 m|- 
I xıll px, galt 
grul (’ x; N | 





und die Wahrscheinlichkeit geht in 


18. w —= 


pritm2l-ı 
y : 1” It, 1 P=%; kur 





über. In diesem Falle ist y—=).x,, also p eine gerade Zahl. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit. 
dafs Kugeln von dreierlei Bezeichnung, x, von einer. x, von einer zweiten 
und z, von einer dritten erscheinen werden? 

Selzt man die oben angegebene Betrachlungsart weiter fort. so er- 
giebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

pritm3i-1 
Er le 


Hier ist die Bedingungsgleichung: @,--.1,--2,—p. Sind zwei dieser Gröfsen 


19. w — 








) 


einander gleich, so ist die Wahrscheinlichkeit 
20. ww = he nn bene 


21 „aM li +. % 
u BlaPE BLUE Bei kf 7?}) 


Sind alle drei gleich, so ist a==3x und es ergiebt sich 





priim-i 


3lL, 4x3 mn - 
1’ 1°) m” 





u. 


Werden diese Schlüsse fortgesetzt, so ergiebt sich leicht für die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs Kugeln von # verschiedenen Bezeichnungen, x, von der 
einen. X, von einer zweiten u. s. w. erscheinen werden: 

pri-1 m! 
gell, gr! m? 


22. ww —= 





Hier ist die Bedingungsgleichung: 

tn nt... 0n,—p. 
Dabei können die Zahlen, welche die Bezeichnungen andeuten, selbst wieder unler 
einander gleich sein und es kann die eine Art /,mal. die andere A mal u. s. w. 
vorkommen. Daraus ergiebt sich folgende allgemeine Gleichung: 


’ ypi—1 m‘ 
a. we ri nen 











Ay ‚(el y% 7 (rl hir tl, g’elt, en. NW IA ‚m! 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXX. Heft 4. 39 
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Folgendes sind die Bedingungsgleichungen für diese Formel: 


‚re | « | 7} | . ——n 
ah rbb; ta, pP, 
!, -- f; -- Tl, il u r, ig 
Die Gröfsen /,. fa, tz. .... &, und 2, La, La, »... 7, können unter der 


venannten Beschränkung jeden Werth haben, und selbst O sein. Sollen Kugeln 
von lauter verschiedenen Zeichen und je eine erscheinen, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit aus (23.): 
2 A ee, 
GLS Le, m” 

wie bekannt. Es ist leicht zu sehen, dafs die vorstehenden Gleichungen auch 
die Wahrscheinlichkeiten für den Fall ausdrücken, wo nur eine Urne vorhan- 
den ist und man pmal aus ihr eine Kugel zieht, die nach jeder Ziehung 
in die Urne zurückgelegt wird. Der Ausdruck 


lol ht 
Bun p m. ' i r| 
). rg 





TEL 4 greltye....(gerl Ltr x oT gel, ... ar 





siebt die Anzahl der Gruppen, welche entstehen, wenn die Verselzungen mit 
Wiederholungen aus »n Elementen zur pten Glasse gebildet werden, worin 
Elemente mit derselben Stellenzahl ein- oder mehreremal vorkommen, und löset 
also eine Aufgabe aus der Gombinationslehre. Die Bedingungsgleichungen zu 
(23.) gelten auch hier. 


Die Gleichungen dieses Paragraphs finden späterhin mancherlei Anwen- 
dungen. Insbesondere gewähren sie manche Anwendungen auf unser Zahlen- 
system. Dieses System beruht nämlich auf den Versetzungen mit Wieder- 
holungen aus den Elementen O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 zu den verschiedenen 
Classen, und weicht nur darin davon ab, dafs das Zeichen O nicht geschrieben 
wird, wenn es zu Anfange und vor einem der übrigen Zahlzeichen ein- oder 
mehreremal, oder allein, stehen würde. Das Zahlensystem ist unstreitig eine 
der wichtigsten Entdeckungen im Gebiete der Mathematik, die um so sinnreicher 
ist. weil das System auf so einfachen Principien beruht und die Entdeckung, in 
orauer Vorzeit gemacht, der Wissenschaft so viele Jahrhunderte voraneilte 
und als ein Vermächtnifs eines grofsen Geistes so lange vereinzelt und verwaiset 
da stand, bis es gelang ihr die gebührende Stelle anzuweisen. Der Erfinder 
ist unbekannt; vielleicht gehört die Entdeckung mehreren Generationen an, weil 
sie die Kräfte des Einzelnen überstieg. Diese Vermuthung gewinnt an Wahr- 


scheinlichkeit, wenn man den Versuch Archimedes, ein Zahlensystem zu schaf- 
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fen, erwägt; was nun auf so einfache Weise gelöset ist, und was selbst jenem 
schöpferischen Geiste mifslang. 

Die Menge der nstelligen Zahlen ergiebt sich leicht. wenn man be- 
merkt, dafs nur 9 Zeichen die erste Stelle einnehmen, an den folgenden Stellen 
aber alle Zeichen ohne Unterschied erscheinen können. Sie ist 


28. A =. UP T0, 1, 222 244 91 9 1, 
Die Menge aller Zahlen, welche n Stellen und weniger haben können. ist 
ee PLA... Pe —:; 
denn die Gruppe, in welcher das Zeichen O als ein nfaches erscheint, dien! 
nicht als Zahl. In diesen Zahlen erscheinen die Ziffern zum Theil wiederholt. 
zum Theil auch nicht. 
In einer Urne sind alle »zifferigen Zahlen enthalten. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, eine Zahl zu ziehen, in welcher keine Ziffer wiederholt ist? 
Die Menge der günstigen Zalılen findet sich, wenn man bemerkt, 
dafs auf der ersten Stelle nur eines der Zahlzeichen 1, 2,3,.... 9, auf den 


folgenden » —1 Stellen weder dasselbe, noch eines der übrigen ergänzenden 
Zeichen wiederholt erscheinen darf. Sie ist 


Bu ae, 


Die Zahl aller möglichen Fälle ist in (26.) angegeben. Die Wahrscheinlich- 
keit ist 


gr—1j—1 
107-1 ° 
Die Wahrscheinlichkeit, unter den genannten Bedingungen eine Zahl aus den 
nzifferigen zu ziehen, wenn wenigstens eine Ziffer wiederholt erscheint, ist 


aus (29.) 


29. w = 


gr=1j-1 10r-! — gr—1j—1 


elle - = 107-1 








n kann sich in dieser Gleichung nicht über 10 erheben. 


Die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, die n Ziffern und weniger 
enthält, eine zu ziehen, in welcher keine Ziffer wiederholt erscheint, ergiebt 
sich, wenn man in (28.) n der Reihe nach = 1,2, 3,.... n setzt und das 
Resultat durch (27.) dividirt. Sie ist 


Pr gr—1l—1 


3. w= 9: a 





39 * 
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Die Wahırscheinlichkeil, eine Zahl zu ziehen, welche wenigstens eine Ziffer 
wiederholt enthält. ist 
10" — 1— 93, 9711-1 


32. w — iD 
10" 1 





So ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, in welcher sich die Zahlen von 
I bis 10000 einschliefslich befinden, eine Zahl mit lauter ungleichen Ziffern zu 
ziehen. 0,5274; die, eine Zahl mit wiederholten Ziffern zu ziehen, ist 0,4726. 
Bei den Zahlen von I bis 100000 sind diese Wahrscheinlichkeiten 0,349 
und 0,6751. 

In einer Urne sind lauter nstellige Zahlen enthalten. Einmal wird ge- 
zogen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in der gezogenen Zahl gerade 
m eleiche Ziffern vorkommen werden? 

Die Zahl der günstigen Fälle finden sich, wenn alle nstelligen Zahlen 
in solche eingetheilt werden, in welchen nur die Zeichen 1,2, 3,.... 9, und 
in solche, in welchen dieselben mit OÖ in Verbindung vorkommen. Die Zahl der 
Fälle, in welchen irgend ein Zeichen gerade mmal wiederholt, die übrigen also 
nicht wiederholt erscheinen, ergiebt sich aus (10.), wenn man p=n, 1,=—m, 
rl. m =1.,. , =n—m, m=)I setzt. Sie ist 


n|—1 
n ‚gr-m+lj—1 


A, 





a 

Wird das Zeichen O0 eingeführt, so ist zu bemerken, dafs es nie die 
erste Stelle einnehmen kann. Es kann daher nur auf den a —1 letzten Stellen 
als nfaches erscheinen. Diese Anzahl ist 


n —f pr—1j—1 on n 
A ee | —+:9.8” m—I| ı 
- pt R jem—Iil 





Hieran schliefst sich die Menge der Zahlen, in. welchen das Zeichen, welches 


die erste Stelle einnimmt, a—Imal mit sich selbst, zugleich mit O0 und ferner 


mit den übrigen S Zeichen zur Ergänzung bis auf a —1 Dimensionen in Ver- 
bindung treten kann. Sie ist 


A; 


(n — 1-1 
N m—l|l, jr-m—ıl! 





.9 , tn a 


Hiezu kommt endlich die Menge der Zahlen, in welchen das Zeichen, welches 
die erste Stelle einnimmt, nicht unter den folgenden vorkommt, sondern ein 
anders der übrigen Zeichen als »faches und das Zeichen O0 als Einzelnes. 
Sie ist 


__4 pmrR—1j—1 ö a 
(n —1) ‚9.8, zn mim 


= 





mil, n- m—2]|1 
l l 


fi 
se 
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Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 


33. i | aim ‚gr-mHi—t | (n — "11-1 M% m|—I1 


RAGEE g. 10"! prlı r pa—mlı u | al! j (r—m—ilt 





—l—1 n—1j—1 
# (n —1)"—" _,Qn_m-1j-1 (m a De 
) mil, jr —n—ijl ’ | jri!. pr —m—2l1 


ea —| 





Sind in einer Urne die Zahlen von I bis 1000000 einschliefslich ent- 
halten, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine Zahl zu ziehen. welche eine und 
dieselbe Ziffer gerade dreimal enthält, 0,097533. Sie wird gefunden, wenn 
man in (33.) » der Reihe nach — 3, 4, 5, 6 setzt und das Resultat durch 
10° dividirt. Man kann I gegen I wellen, dafs unter 11 Zahlen eine gezo- 
sen werden wird. in welcher eine Ziffer gerade dreimal vorkommt. Hieraus 
läfst sich leicht die Wahrscheinlichkeit finden, eine Zahl zu ziehen, in welcher 
eine Ziffer höchstens oder wenigstens »umal vorkommt u. s. w. 

$. 26. 

In einer Urne befinden sich »n verschiedene Kugeln. Es wird pmal 
gezogen und die gezogene Kugel wird nach der Ziehung in die Urne zurück- 
gelegt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs gerade %k bestimmte Kugeln in 
einer bestimmten Ordnung hintereinander wenigstens einmal erscheinen werden? 

Es sind % Ziehungen nöthig, damit das Verlangte in Erfüllung gehe: 
denn die oben bezeichnete Kugelgruppe ist als ein zusammengehöriges Ganze 
zu betrachten. Diese Gruppe kann nun in % Ziehungen erscheinen, welche 
von der ersten, oder der zweiten, oder der dritten Ziehung elc. an gezähl! 
werden. Dies giebt y—%k--1 Fälle. Jeder einzelne Fall kann mit m’ 
Gruppen in Verbindung treten, welche vorangehen, oder folgen, oder gleich- 


zeitig vorangehen und folgen. Die Zahl der daraus sich ergebenden Fälle ist 
h 


4,= (p— km”. 
Ist auf diese Weise die (&--1)te, oder eine spätere Ziehung geschehen, so sind 
k und mehr Ziehungen vorausgegangen, und damit kann möglicherweise eine 
Gruppe von % Kugeln erschienen sein, welche die angezeigte Eigenschaft hat. 
und eine zweite oder dritte etc. kann folgen. Von der (4--I)ten Ziehung an 
ist die angegebene Zählungsart unrichlig. Es müssen diejenigen Fälle wieder 
ausgestofsen werden, in welchen die fragliche Kugelgruppe zweimal erscheinen 
kann. Das wiederholte Eintreffen einer Kugelgruppe nimmt 2% Ziehungen in 
Anspruch. Dann bleiben noch »— 2% Ziehungen übrig, in welchen die beiden 


einander gleichen Kugelgruppen alle möglichen Stellen unter sich einnehmen 
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können. Die dadurch bedingte Zerstreuungs- Anzahl ist nach ($. 41. No. 121. 
j »—2k+2)7-1 . ’ a . 
m. Comb. L.) —=- m : denn zwei gleiche Elemente werden in p— ?k-+? 


Fächern alle möglichen Stellungen einnehmen. Jeder einzelne Fall kann so 





oft vorkommen, als in den übrigen m— 2% Ziehungen Kugelgruppen auftreten 
können. Die auszustofsende Gruppen- Anzahl ist 


ee | € N 2] 
A, .— (p u 1) mp, 


Diese Schlufsweise bleibt richtig, bis die (Q%-- 1 )te Ziehung geschehen ist. Von 
da an müssen dieselben Schlüsse auf das dreimalige Vorkommen der fraglichen 
Kugelgruppen angewendet, die daraus hervorgehende Zahl mufs auf eine ähn- 
liche Weise bestimmt und von A, selbst mufs wieder ausgestofsen werden. 
Diese Anzahl ist 





ee (p— 3k-+ 1)?" mP—K 


3 1311 
Wird diese Schlufsart fortgesetzt, so ergiebt sich für die Zahl der günstigen 
Fälle. die wir durch A, bezeichnen, folgende Gleichung: 


BEREr Zn Ol La pe 
l. 4,= ? r A zrr _P hl mr 1 P de. a es 


Wird durch m” dividirt, so findet sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 


p—kh+1 _w—2kt1" , P-3SktN port h 
m 1211 m2% I 11m PK 1*! m*+k 


Bleiben die Bedingungen wie oben, und soll die Wahrscheinlichkeit be- 
stimmt werden, dafs sämmtliche Kugeln in einer bestimmten Ordnung hinter 
einander in p Ziehungen wenigstens einmal erscheinen werden, so ergiebt 
sich aus (2.). wenn man k=m setzt: 


p—m-+1 net N Beh 


WO RO m ll 17 mr 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit. 
dafs A bestimmte Kugeln in einer bestimmten Ordnung hinter einander wenig- 
stens rmal erscheinen werden? 














Ha 














Das erwartete Ereignifs kann eintreten, wenn rk Ziehungen gemacht 
sind. Diesen rAk Ziehungen können p—r% nachfolgen. Da nun das Ereig- 
nifs rmal wiederholt eintreffen soll, so kann dies so oft geschehen, als r Elemente 
in p—rk--r Fächer zerstreut werden können. Die Zahl der dem Erwar- 
teten günstigen Fälle ist demnach: 


ii 5 r\—1 BP" rli 
_ (p—rk-+r) In (p—rk-+1) mh 


me 








qyri qyrıı 























zw 
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Diese Zahl ist so lange richtig, bis die erste der dem Erwarleten günsligen 
Kugelgruppen um % Stellen zurückgerückt ist, oder bis % Ziehungen hinzu- 
gekommen sind. In diesem Fall kann das Ereignifs schon einmal vorausge- 
gangen sein. Es tritt sofort eine weitere günstige Kugelgruppe vor. Die Zahl. 
welche durch dieses Vortreten bedingt wird, mufs bestimmt und abgezogen 
werden. Während nemlich die fraglichen Gruppen von der (%-- ten Ziehung 
an eintreten und alle möglichen Stellungen einnehmen, kann die (r —-I)te Kugel- 
gruppe vortreten und mit ihnen alle möglichen Stellungen einnehmen. Es ent- 
stehen hiedurch die Zerstreuungen von r--1 Elementen in y—rk—kır- I 
Fächer. Damit verbinden sich alle möglichen Kugelgruppen zur p—rk—h)le N 


Classe. Die auszuscheidende Gruppen- Anzahl ist 


A: =— w—(r +1) k+r +1) H1- 1 


+1) 
prrtli E 


mt 





Werden diese Schlüsse weiter fortgesetzt, so ergiebt sich die von A, weiler 
auszuscheidende Gruppen - Anzahl. Sie ist 
er P—(r+Yktr + r-! np-e+2k 


‚Pic y+2l-1 





1.s.w. Die dem Ereignils günstige Gruppen- Anzahl (4A;) ist 











| - _ porktiyt 5, plrtVktijH una 
4. A aa mr _V Are ak ET ap-(r+D 
ni en a zmP-tHak on. 


Die gesuchte Wahrscheimlichkeit ist demnach 
- p—rktyt Gl t+Dk+HHy Hr per tdi) 


2. w — 17! mrk yrrıll mU+tD»Bk ) 17 +2]1 mer+?)k 











Man sieht leicht, dafs die Gleichungen (4. und 5.) die spätern Glieder der 
Gleichungen (1. und 2.) in sich begreifen. Sie beginnen mit dem rten Gliede 
von (1. und 2.). 

Durch die Gleichungen (4. und 5.) läfst sich auch folgende Frage be- 
antworten. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs unter den obigen Be- 
dingungen k bestimmte Kugeln in einer bestimmten Ordnung in p Ziehungen 
wenigstens # und höchstens smal, also #, r+1, r-4-N, -+- smal erschei- 
nen werden? 


Die Zahl der günstigen Gruppen ergiebt sich, wenn, s-- I statt = in 
(4.) gesetzt, die erhaltene Gruppen- Anzahl von (4.) abgezogen und durch 
ın” dividirt wird. Bezeichnet man die Zahl der Gruppen, in welchen k be- 
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stimmte Kugeln in einer bestimmten Ordnung wenigstens rmal und höchstens 
smal erscheinen, durch A’, so lälst sich die Zahl der Gruppen wie folgt 
ausdrücken: 

6. Ar’. — A— A. 


Die eesuchte Wahrscheinlichkeit ist 


- 1—At  (pork+Htyt (phr+dH HN hr ++)" 


i. ti? — ne u n > dm en — 0 














mp BE LENZ, tl ytrti)k | 17 +2 11m +2IK 
_ PR BF U PH, 
| stH1ll,65+1)k | 1>+ 2jı mb&t)Kk pt) ) 


Die Gleichungen (1. 4. und 6.) lösen Aufgaben aus der Combinationslehre auf. 
Die Gleichung (1.) giebt die Anzahl der Gruppen, in welchen % bestimmte 
Elemente in einer bestimmten Ordnung wenigstens einmal vorkommen, wenn 
die Versetzungen mit Wiederholungen aus 2 Elementen zur pten Classe ge- 
bildet werden; die Gleichung (4.) giebt diejenigen, in welchen diese Elemente 
wenigstens rmal vorkommen; die Gleichung (6.) diejenigen, in welchen sie 


weniostens r und höchstens smal vorkommen. 


Laplace hat die Gleichung (3.) (einen besonderen Fall von (2.) ) in 
dem VIlten Bande der „Memoires de Mathemat. et Phys. presentes a l’Academie 
rvoy. des Sciences 1773 (Probl. XH.)” mittels Integration endlicher Differential- 
oleichungen gegeben. J. Trembley hat sie im 10ten Hefte des Hindenburg- 
schen Archivs der reinen und angewandten Mathem. (1799) mittels der Methode 
der wiederkehrenden Reihen entwickelt. So viel Aufwand des höhern Caleuls 
scheint nicht nöthig, um einen so einfachen Fall aus der Combinationslehre 
zu ermitteln. Die Gleichungen dieses Paragraphs sind hier hauptsächlich deshalb 
mitgelheill, um eine Entwicklung zu geben, die uns bei den nachfolgenden 


schwierigern Fällen Dienste leisten wird. 


$. 27. 

In einer Urne befinden sich » Kugeln, mit den Zahlen 1,2, 3,.... 
bezeichnet. zn Kugeln, deren Zeichen in der Reihe der Zahlen folgen, werden 
besonders beachte. Man zieht » Kugeln einzeln heraus und legt jedes- 
mal die gezogene Kugel in die Urne zurück. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs von den 2» gesonderten Kugeln 4 Kugeln (wenigstens) hinter 
einander erscheinen werden. welche die Reihenfolge der gewöhnlichen Zah- 


len haben? 




















22, Ötti nger, Untersuchungen uber die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 309 


Die Zahl der günstigen Fälle kommt mit folgender Gruppen - Anzahl 
überein. 

Es werden die Versetzungen mit Wiederholungen aus n Elementen 
zur pten Classe gebildet und darunter »» Elemente, deren Stellenzahlen nach 
der Reihe der Zahlen folgen, besonders beachtet. Wie grofs ist die Anzahl 
der Gruppen, in welchen wenigstens % Elemente in der natürlichen Reihe 
der Stellenzahlen erscheinen ? 

Diejenigen Gruppen, welche der Frage genügen, sind, wenn die Ele- 
mente, welche die ersten »n Stellenzahlen haben, beachtet werden, folgende: 


1. d, d; dA; en da, = G 
ad, dd; Ad +. Ayyı 
4; 4; A, ++ Ass 
Am-k+1 Am-k+2 che Un 


Ihre Zahl ist m —k--1, wie sich leicht zeig. Das Vorkommen sämml- 
licher auflösenden Gruppen soll durch @, bezeichnet werden *). 

Der vorliegenden Frage wird genügt, wenn eine der in (1.) angege- 
benen Gruppen in % Ziehungen gerade von der ersten, oder gerade von der 
zweiten u. s. w., oder gerade von der (p—k--1)ten Ziehung an erscheint, ohne 
dafs selbst eine der auflösenden Gruppen in den frühern Ziehungen erschienen 
wäre. Diese Bedingung kann der Natur der Sache nach von der (A --I)ten 
Ziehung an eintreten. Von hier an mufs sie in den Calcul aufgenommen wer- 
den. Zählt man nun die Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungen aus 
n Elementen zur pten Classe nach einer Richtung hin (etwa von der Linken 
zur Rechten), so können mit Rücksicht auf (1.) folgende Fälle eintreten: 


a. Eine der dort genannten Gruppen erscheint von der ersten Stelle 
an. Die Zahl dieser Gruppen ist a—k--1. Jeder einzelnen Gruppe kann 
jede beliebige Anordnung von n Elementen in den p—% folgenden Stellen 
angereiht werden. Die Zahl der nachfolgenden Gruppen ist n’. Die Zahl der 
hiedurch bedingten günstigen Fälle ist 

A, = (m—k-+1)n”. 





*) Die nämlichen Schlüsse gelten, wenn m andere Elemente, deren Stellenzahlen 
die genannte Ordnung haben, herausgehoben werden; sie gelten sogar noch dann, wenn 
m Elemente ausgewählt werden, deren Stellenzahlen einander in ganz beliebiger Ord- 


nung folgen. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 4. 40 








29 


ge 


Ottinger, Untersuchungen uber die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


310 


». Eine der unter (1.) angegebenen Gruppen erscheint gerade von der 
zweiten Stelle an. Dies erfordert die Bedingung, dafs keiner auflösenden Gruppe 
ein Element an der ersten Stelle vorhergehen darf, dessen Stellenzahl um die 
Einheit niedriger ist, als die des Anfangs-Elements. Geschähe dies, so wäre 
dadurch eine Gruppe gezählt, die unter den in (a) gezählten mitbegriffen ist. 
Die hiedurch bedingte Gruppen- Anzahl ist in folgendem Ausdruck enthalten: 





d,\4,dy dd; +; 4,0, +++ Ayıs +1 |43Q,° 4, ,% aaa ara Um—i+ı'" Um 
d | A; d;\ d> Us 
Sr. | . 
| | d;| “| 
a ,| A, N 0.1; 
A, A, Unit 
da, 
em xp 


Der Ausdruck läfst sich dadurch abkürzen, dafs man jeder auflösenden Gruppe 
alle Elemente ohne Unterschied vortreten läfst und dann diejenigen ausscheidet, 
in denen das Element, welches die nächst niedrigere Stellenzahl hat, der auf- 


\ösenden Gruppe vorsteht. Er geht hiedurch in folgenden über: 








* } r ” 4 
EP = ala, u, 4 —M|au; 4,.,, = P'(a,,@,-- -d,"&— 8, 
d;\ 5, dl; dr —m|a,a, dyıa 
| 
ll; d; d; dA, Ku "Tr d; | A, d- A, 3 
d, |Um-k-+1 ' Um — An-k \Un-k-+ı td 





Die abzuziehenden Gruppen, welche hier durch 8, bezeichnet werden, haben 
eine Dimension mehr als die auflösenden. Die Zahl, auf welche sie führen, 
ist um eine Einheit geringer, als die Zahl der auflösenden Gruppen. Die durch 
den Ausdruck bedingte Gruppenzahl ist 

n(m —k--1)— (m—.k). 

Jede beliebige Anordnung von n Elementen kann jeder einzelnen von 
den eben genannten Gruppen an den spätern p—Ak—1 Stellen folgen. Die 
Zahl der hiedurch bedingten günstigen Fälle ist 

A, — [n(m—k--1) -m—k]nr — (m—k-+1)n”* — (m—k)nr—!, 

c. Eine der unter (1.) aufgeführten Gruppen erscheint gerade von der 

Ist dies der Fall, so darf keiner der genannten Gruppen 


dritten Stelle an. 
das Element unmittelbar vorangehen, oder an der zweiten Stelle erscheinen. 
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welches die um eine Einheit niedrigere Stellenzahl hat. Geschähe dies. so würde 


eine Gruppe, die schon unter (6.) gezählt ist, noch einmal gezählt. An der 
ersten Stelle kann jedes Element ohne Unterschied erscheinen. Behält man 
die in (6.) angenommene Bezeichnung bei, so ergeben sich folgende Gruppen : 
P(a,.a," ZP = P(a,,a,'|P'a,.a,)'@ — Si]. 
Ihre Anzahl ist 
n|n(m — k--1)— (m — k)]. 

Jede beliebige Zusammenstellung aus rn Elementen kann diesen Gruppen an 
den y—k—? spätern Stellen folgen. Die Zahl der dadurch bedingten gün- 
stigen Fälle ist 


A; = (m—k-1)n"— (m— kn, 


d. Erscheint eine der unter (1.) genannten Gruppen gerade von der 
vierten Stelle an, so giebt die Anwendung der bisher gemachten Bemerkun- 
sen folgende Gruppen - Anzahl: 


A, = P'|a,. a„]' [P'|a.. a,| G, —S,]P' [6 , 2 


— (m — k+1)n* — (m — kn’! 


Die auflösenden Gruppen können bis auf die (»—k-+-I)te Stelle fortrücken. 
Wird diese Betrachtungsweise fortgesetzt, so ergiebt sich für die An- 
zahl der günstigen Fälle, von der (»—%A--1)ten Stelle an: 


21 —i-1fD'r - 
A,-ı BB P’[a,, a,)’ IP’'[a,,a,'@, — | 
— (m— k--1)n"— (m — kn! 
Die Summirung der unter A,, A:, As. .... A,_,.ı gefundenen Anzahlen gieb! 
folgenden Ausdruck: 


2. B= (p—kH)m —k+H)n”" — (p— k)(m— k)n?+, 


Die Schlufsweise ist, wie schon oben bemerkt, so lange richtig, bis das 
Anfangs-Element einer der auflösenden Gruppen die (&-+-!)te Stelle, oder eine 
spätere erreicht. In diesem Falle können an den vorhergehenden Stellen Gruppen 
erscheinen, die unter den in (2.) aufgeführten mitbegriffen sind. Ihre Anzahl 
mufs gesucht und ausgeschieden werden. Bei der Zählung dieser Gruppen kommt 
die in (a, d, ce, d u. s. w.) aufgestellte Behandlungsart selbst wieder zur An- 
wendung und erleichtert die Rechnung. Es ergiebt sich für die Aufsuchung 
der fraglichen Gruppen folgendes Schema: 


40 * 
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3. P'(a,a,) (ZP)P'(a, a,” 
Pas aK EP) Pa,ay Pay zB) 
ik - [Pla 4,” @,— P'(a,,a,)''S,]P' (a,, a,)P* 
+ ‚(150 "GG, —P'(a, a,) 8, 12a, ee 
| (a, } 4, @, —P'(a, R a,) + S,] (a, a ‘u 


.ıp TR ar? 6- - Bm, ap 18] P'(a,,a,). 


Die Ausdrücke P’(a,,a,), P'(a,.a,)'*', .... P'(a,,a,)’* rechts des Gleich- 
heilszeichens in (3.) unterliegen der bisher aufgestellten Behandlungsart. Fol- 
voende Fälle sind daher zu untersuchen. 


e. Die Zahl der Gruppen, welche wegen des ersten Ausdrucks P' (a, ,a,)'@ 
(in der ersten verticalen Reihe) ausgeschieden werden müssen, ergiebt sich aus 
(2.), wenn man p=% setzt. Auf jede dieser Gruppen können rn Elemente 
in jeder beliebigen Ordnung an p—?% spätern Stellen folgen. Die Anzahl 
der hiedurch bedingten Gruppen ist 


B, = 1.(m— k-+1)(m — k+1):nP*, 


f- Die Zahl der Gruppen, welche wegen P’(a,, a,)'*' (im zweiten 
Ausdrucke der ersten Verticalreihe) ausgeschieden werden müssen, ergiebt sich, 
wenn die in (@ und 5) gemachten Bemerkungen gleichzeitig angewendet wer- 
den, oder, was dasselbe ist, wenn in (2.) A—-1 statt p geselzt wird. Ver- 
bindei man den hiedurch entstehenden Ausdruck mit @, und mit der Zahl der 
Gruppen, welche an den p—2%k—1 spätern Stellen folgen können, so ist 
die auszuscheidende Gruppen - Anzahl 


B, = I (m — k-+1)n — 1-(m— k)](m — k+1) m" 
m — k-1) m — kn" — 1m k+1)(m— kymm, 


9. Behandelt man P’(a,, «,)‘‘* (im dritten Ausdrucke der ersten Ver- 
ticalreihe) auf gleiche Weise, so erhält man folgende Zahl auszuscheidender 
Gruppen: 

B, = 3(m — k+1)(m— k-+1)nP" — (m — k--1) (m — k)n?', 

Fährt man auf diese Weise fort, so giebt der letzte Ausdruck in der 
ersten Verlicalreihe für die Zahl der auszuscheidenden Gruppen: 


B,_..1 = (p—Rk+1)m—k--1)an—k-+1) a" — (p-Yk)\m—k--1)m—k) wi, 
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Die Ausdrücke B,, B,, B,,..... B,_.;ı lassen sich summiren. Ihre 
Summirung giebt folgenden Ausdruck: 


— 95-1121 } . _ 9m] 
B, = PT (m—k-- 1)’ mp — (p ne 


. ga (m—k --1)(m—k)nP =". 








Die Bemerkungen in (e, f, g u. s. w.) lassen sich für die Ausdrücke in 
der zweiten Verlicalreihe in (3.) vom zweiten Gliede an wiederholen. Es 
ist daher A, k--1, k-+-2,.... p—k-—1 statt p in (2.) zu setzen und jeder 
dadurch erhaltene Ausdruck wegen S, mit m —%k und ferner mit der ergän- 
zenden Potenz zu multiplieiren. Die daraus sich ergebende Reihe ist um ein 
Glied kürzer, als die eben gefundene. Es ergiebt sich folgender Ausdruck: 
B_, = — [ 1-(m—k-+1)\m—k)n? 

> Um—k-1)(m—k)nP" — 1 (m—k)(m—k)nP 
+ 3 (m—k-+1)(m—k)nP" — 2 (m—k)m—k) n?*” 
+4 (m —k-+1)(m— kn?" — 3(m —k)(m—k)nP 


+(p— ?k)(m—k-1)m— kn — (p—2k— 1)(m—k)m—k)n?] 
— Iky?ıı __9L__AN211 

u nn (m—2k-11)an—kynr 1 P = 1) (m—k)(m—k)n?**. 
In der zweiten verticalen Reihe von (3.) deutet S, auf Gruppen von 

der (%-+-1)ten Dimension. Durch den Vortritt von den Versetzungen zur 
(k—1)ten Classe können Gruppen entstehen, die sich bis zur (? k)ten Dimension 
erheben, die sich dadurch als ein Ganzes characterisiren und die besondere 
Ausscheidungen erfordern. Dadurch wird eine weitere Reihe von Ausschei- 


dungen nöthig, welche durch folgende Zusammenstellung angedeutet werden soll: 
4. P'(a,, a.) "8, -P'(a,, ee 
+-P' (di, a,)" .P' (a, . a.) Ss, .P' (a, a, 
- pP’ (@, ’ a,)- pP’ (a, . er Ss, B P' (a, ! re 








+P'a, a, *.P' (a, a, 8, -P' (a, ,a,). 
h. Die Anzahl der Gruppen, deren Ausscheidung der in allen Gliedern 
der vorliegenden Darstellung vorkommende Ausdruck 
P' (a,, a," 8, 
verlangt, ergiebt sich, wenn diejenigen Gruppen in P'(a,,a,,....a,)" auf- 
gezählt werden, welche «—ı Elemente von den in Betracht kommenden m Ele- 
menten enthalten, deren Stellenzahlen in der Reihenfolge der gewöhnlichen 





d 


Er 


d, 
d, 


d, 
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Zahlen erscheinen und welche die Eigenschaft haben, mit der Stellenzahl des 
Anfangs-Elementes der nachfolgenden in 8, enthaltenen Gruppen eine Gruppe 
von k Elementen nach der Ordnung der gewöhnlichen Zahlen zu bilden. Die 
Gruppen. auf welche diese Entwicklung führt, sind folgende: 


AA, 43° +++ Ar_1| | Ggzı Ara: ++: Ay 

A434; °*°+ My | Agıı | Aprakyız + Ag, 
Ad, d,d; Pe Ay. ıl@442lapız 04:4 u / 
U n-2k- „mn A m-k+1 la. | An-k+1 Anis, A, . 


Ihre Zahl, die durch @, bezeichnet werden soll, ist #» — 2% +1. In Rück- 
sicht auf die Zahl der nachfolgenden Gruppen ergiebt sich folgende Anzahl 
auszuscheidender Gruppen: 

GC —= (m—?k-+1)nP*. 

i. Der zweite Ausdruck in (4.) erfordert wegen P'(a,,a,)' "8, die nem- 
liche Behandlung, wie in (4). Dabei ist, wie in(d) bemerkt, die unerläfsliche 
Bedingung. dafs keiner Gruppe ein Element, dessen Stellenzahl um eine Einheit 
kleiner ist als die des Anfangs -Elements der Gruppe, in der ersten Stelle 
vorkommen darf, weil dieser Fall schon in (%) begriffen ist. Es mufs daher 
eine ähnliche Unterscheidung wie in (5) gemacht werden. Dabei ist jedoch 
zu bemerken, dafs nur m — 2% Elemente in Betracht kommen. Es findet sich 
folgender Ausdruck: 





14, 42-44 ds Ay Az Aogzı Ar | Ayers dagyar Unis A = ZEO. 
a; | a;\ dl; 
| . Be 
. | Am—2k-1| 
d„| d,: Am2i+i] 
a, 


Auch dieser Ausdruck kann vereinfacht werden, wenn man alle Ele- 
mente ohne Unterschied vor jede Gruppe treten läfst, und diejenigen abzieht, 
in welchen das Element mit der nächst niedrigeren Stellenzahl dem Anfangs- 
Elemente vorgeht. Hiedurch geht der obige Ausdruck in folgenden über: 


0 mu — Pa. ds. A in a,) G, — A, ds d; in te (da, 21» 
md; | Ad; Ay vr Aaxy2s 
— 4, |4,Q; ** + Guys. 

Am) Amnktı "Um: 

















‘ » 
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Bezeichnet man die abzuziehenden Gruppen, welche der (?A&- I)ten 
Dimension angehören, durch S;. und bemerkt, dafs ihre Zahl »#» — ?%k ist, so 
ergiebt sich 

=0 = Pla, a, a," — I, = n(m— Yk-+-1)— (m— ?k). 
In Rücksicht auf die begleitenden Gruppen an den p— ?%k— I nachfolgenden 
Stellen ist 
C, = (m— ?k+1)n”" — (m— kn", 

Die Art, wie nun die folgenden Ausdrücke in (4.) behandelt werden 
müssen, ist in (2) angegeben und bleibt dieselbe. Man erhält für die Zahl der 
Gruppen. welche wegen des dritten Ausdrucks auszuscheiden sind: 

C, = (m—2k+1)""— (m — km. 


Wird dies forigeselzt, so ergiebt sich für den letzten Fall: 


Ca = A — 8) = (m — kn — (m — kn". 
Die Summirung der Werthe von C,, ©. C;, .... C,_a., giebt fol- 
oenden Ausdruck: 
—B,ı = —(p—?k+D(m— Tk+)m"-(p —k)(m — kn". 


Die Vereinigung von B,— B_,—B,,, aber giebt für die Gesammtzahl aller 


auszuscheidenden Gruppen: 











= — 2k+ 1)? Br - — IA)? 

3. C= fü Br ) (m—k--1)'n r_9,P nn (m—k--1)(m—k)n'"' 
 (p—2k— 1)" N? ap—2k—2 4 ’ äh MIET 
+ (m— k)n — [((p — ?k-- Y)(m— ?k-+1)n 


— (pP —2k)(m— ? kn]. 


Ihrer Entstehung zufolge läfst sich die vorstehende Formel auf folgende Weise 

















ausdrücken: 
2 . — Ik +1)? . ER nu _ 
. Ce = 2 am Ä G,G@,n* — ur an G, Sn?" 
| Ss, G, 
ae A 2/1 
+ w ed D S,S,n”= — ((p—rkH1) Sn — (p— Yk)S,n |. 


Die der Gleichung (5.) zu Grunde liegende Formel ist so lange richtig, 
als eine der auflösenden Gruppen von der (?4--1)ten, oder von einer spätern Stelle 
an erscheint. In diesem Falle können an den 2%, Yk--1, ?k-+-2, .... p—!k 
vorhergehenden Stellen Gruppen erscheinen, welche der oben aufgestellten 
Bedingung genügen. Sie sind anzugeben und auszuscheiden. Bei Ermittlung 
dieser Gruppen kann die Gleichung (5.) selbst wieder benutzt werden. Dies 
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ojebt folgendes Schema: 
[g [P' (a,, a,)"@, —P'(a,, a,” "'8,]P'(a,, a,” 
[P'(a,,a,”t"@—P'(a,, a.) S]P'a, 3 
| P er ’ a ”. G, — Par» 9 ar - pP . 9’ N 


[P'ca, a pm 1 P (a,,a as, ] Pa, a,)". 

Alle Ausdrücke der ersten verticalen Reihe sind nach (5.) zu behan- 
deln, indem man allmälig 2%, 24--1, 2k-+-2, .... p—?k statt p setzt, die 
angezeigten Gruppen - Anzahlen angiebt und die Resultate summirt. Die Aus- 
führung der angedeuteten Rechnung giebt 

















FE sı p»p—3IK2l s 
en. a. m—k +1) nr — 2.2 — (m—k-+ 1) (m—k)nP' 
— 3k— 1)?! ) 2 — oh PR. a a? 
ee ECHT VEN kt) mh 1m" 
_—_ 321 F 
a _ u (m—k+1)(m—2k) m], 


Alle Ausdrücke der zweiten verticalen Reihe, vom zweiten an, sind ganz 
auf dieselbe Weise zu behandeln. Dadurch entsteht eine Reihe, die um ein Glied 
kürzer ist; denn es sind die Werthe 24, 2A-+1, 2% +2,....p—?k—1 stalt p 
einzuführen. die Gruppen- Anzahlen anzugeben und zu summiren. Dieses giebt 

(p— 3ky?! 











— D_. = - —a (m — k +1)” (nm — kn! 
de Ben 1 zjı 14 m N Im 3k— »\3}1 z 
y.P re (m—k-+1)(m— kn? _. vi =) (m—k) np’ 
(p—S3h)?!! (p—3k—1)? 


— k)(m— 2k-+1)nP I! — 





21 _ (m—k)(m—2k)n? ah 


Aufser dieser Behandlungsart giebt es noch für sämmtliche Glieder der 
zweiten verlicalen Reihe eine zweite. Durch den Vortritt von P(a,,«a,)" 
vor S, entstehen Gruppen, die, in Verbindung mit den in S, begriffenen Grup- 
pen, zur Dimension 2% sich erheben und dadurch Gruppen von der Form @; 
bilden. deren Natur in (4 und 2) erörtert wurde. Dies giebt den Ausdruck 

8. —[P(a,a,*‘@% —P'(a,a,)"S,]P'(a,,a,)P* 
—[P(a,,.,)" G,—FP'(a, a, " 8] P'(a,,a, yet 
Tr ad, di, Hi '&—F Sn a Rdn lt Mr Mob 


q 


TE [P'(a, a, g,— Pla, a „ya . Pa,a 4,). 
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Die Schlüsse (e, f u. s. w.) sind, wie leicht zu sehen, auf sämmtliche 
Glieder der ersten Reihe. so wie auf die der zweiten Reihe, vom zweiten 
Gliede an, anwendbar; die Resultate sind mit den begleitenden Gruppen- 
Anzahlen zu verbinden und dann zu summiren. Dann ist in (2.) der Reihe 
nach y—=%k, k-11,k--2,.... (p— ?k), darauf = k, k--1, k-1-2,....(p—Ik—1) 
zu setzen und die für die erste Reihe sich ergebenden Ausdrücke sind mit 
m—?k--1I, die für die zweite sich ergebenden mit m —”)% und mit den 
ergänzenden Gruppen - Anzahlen zu verbinden. Die erste verlicale Reihe in 
(3.) führt zu folgendem Ausdrucke: 














—D..ı=- A ie (m—k--1)(m— ?k-- 1,0" 
de p Zr (m — k)m — ?k-+1)mP=-, 
die zweite zu folgendem: 
Be un ne (m—k-1) (m 2k) nn — w er (m—k) (nm ık)n? 7°, 
Die zweite verticale Reihe in (8.) gestattet noch eine zweite Behandlungs- 


Art. Durch den Vortritt von den in P'(a,. a,)'" angezeiglen Gruppen vor 
4, 4,) gezeig PI 


S, entstehen Gruppen, welche durch Anreihung des Schlufs- und Anfangs- 
Elements sich zur Dimension 3% erheben. Sie characterisiren sich als Ganzes 
von der nachstehenden Form und Anzahl: 


aa He Ari 99 Ay 

Ad rg | Ayzı [ara * + Ayıı 
4,4, + Ayyı Apr | Az "* Ayıya 

U n-3k+1 Um-3,-1 (n-3k | A n-3k+1 ER Ne 


Sie sollen durch @, bezeichnet werden. Ihre Anzahl ist m —3%A--1. Die 
Berechnung ihrer Anzahl erfordert die Behandlungs - Art, welche in (d und 2) 
vorkam. Dadurch entstehen Gruppen von den Dimensionen 3A und 3&--1. 
die durch @, und 8; bezeichnet werden sollen. Sie sind in folgendem Schema 
enthalten: 
9, 6,Pla,a,, :---- a, 

[P'(a,,.a,'@G, —S;]P'(a,, ap" 

[P'(a,,a,?@, — P'(a,,a,)' S,] P' (a,, a,” 

[P'a,,.a,?@G, —P'(a,, a, S,]P'(a,, a," 


[P'(a,.a,P”@,—P'a,, a,p 18] P'(a,, a,). 
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Die erste verlicale Reihe hat p— 3%--1 Glieder. Jedes giebt, mit Rücksicht auf die 
dasselbe begleitende Gruppen - Anzahl, (n—3%--1)n”"*. Ihre Summe ist daher 
D,, = p—3k-+1)(m —3k4 1. 

Die zweite verticale Reihe hat nur y— 3% Glieder. Jedes Glied hat Gruppen 

von der (3%--!)ten Dimension. Form und Anzahl dieser Gruppen ist 


NS. = d, | do d; it Uzyıı ==‘ _— YB. 
d2,|a3 0, Aa 
d; | dd; (dl. NER Uzy., 3 
| 
U m-3k A n-3I-+1 ; A 


Werden die begleitenden Gruppen - Anzahlen berücksichtigt, so giebt jedes Glied 

m— 3kyn =", Hieraus ergiebt sich die Summe 
-D.. = —(p—3k\(m— 3k)n? 

Werden nun die WertheD,, D_,, D... D. 


findet sich. nach gehöriger Anordnung, folgende von (5.) auszuscheidende 


—3ı—1 


», D..;, D,,, zusammengezählt, 


t 


Anzahl von Gruppen: 
(P- 3k-t1)31! 

















10. D: u; m—k- ar ET nk |) (m—k) nn?" 

3.4 nn (m—k- Amt kn _ BIITT kp pn 

BE ei a n—k--1)(m—?k-- 1m?" — Fam (n—k--1)(m—2k)| ap 3-1 
|(m—ky\m—?k--1) 

2 En -(m—k) (m—)k)n? | 


(p—23h- 1)(m— 3k--1)m A __(p—3k) (m—3k)n’!, 


7 


In Rücksicht auf die Entstehung dieses Ausdrucks ergiebt sich folgendes Schema: 
































fi. „de 
ee —)Wi —_ Pr; a Y Y Y 
er A G,6,6,n’— (r Pa G Re IV. en 1) G,S, Sn 
r ‚@,' S,@,8, 
es“ S,I,@, 
„en rn Ss, S,|n n-3k-3 
a si 2]1 __ 2%, __AV211 En 
fe p nn 66 ;|n 2__y m G,S.|n- (p m 1) SS, |er=- 
6,6. S,6G, 18,8, 
S,6 
SS, 


_3h —_3kyılı s 
I (P- nt an &n,-% ar Ss em. 
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Die bisher befolgte Schlufsweise ist 
lösenden Gruppen in die (3% 


denden Gruppen ergiebt sich, wenn man 


Formel (5.) und endlich die Formel (2.) wiederholt anwendet. 
Falle treten die Gebilde @, und S,, im zweiten @, und 8). 


und 8, auf. 
Dabei ist zu merken, dafs @, 


werden mufs. 
bekannt. 
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so lange richlig. 


zuerst die Formel (10.). 


Im 


der auszuscheidenden Gruppen ergiebt, ist: 




















bis eine der 


Im 
dritten @, 
Aufserdem treten endlich Gebilde von der Form @, und 8, auf. 
n—4k-+1! und $, 
Die Bedeutung von @,. @,, @,; 8), 8,. S; ist aus dem Frühern 
Das Schema, welches sich aus diesen Bemerkungen für die Anzahl 


— m—4k 
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auf- 


-+- te oder in eine spätere Stelle gerückt ist. 
Von da an sind neuerdings Ausscheidungen nöthig. Die Zahl der auszuschei- 


dann die 


ersten 


geselzl 



















































12.: "Bi 
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Das allgemeine Gesetz für die Entwicklung von B, C,D,E,.... läfst 
sich aus (12. 11. 6. und 2.) erkennen und auf folgende Art dersiällen, Die 


Symbole @,, @, @;. .... deuten auf Gruppen von den Dimensionen k, 72%, 
Sk, Ah, ....,: 8,08, 8,8, .... deuten auf Gruppen von den Dimensionen 
k+1, 2-1, nn .„ 46-1, .... Jene deuten ferner auf die Zahlen 


m—k-+-1, m— Ik--1, m—3k--1 


Betrachten wir nun in Gebilde von E, so zeigt sich, dafs in ihnen die Stellen- 


2.2... diese auf m—k, m— Ik, m—3k, 


zahlen von @,, @&, @,, @; S,, 08, 8, 8, immer die Summe 4 geben; 
und zwar in der ersten Horizontalreihe zur vierten, in der zweiten zur drit- 
ten. in der dritten zur zweiten, in der letzten zur ersten Classe. Betrachten 
wir die Glieder von E in verticaler Richtung, so sehen wir in denen der 
ersten verlicalen Reihe nur die Gröfsen @,, @, @;, @,; in denen der zwei- 
ten Reihe eine von den Gröfsen S,, 8,, 8,. 8,;; in denen der dritten Reihe 
zwei; in denen der vierten Reihe drei; in denen der fünften Reihe vier. 
Dabei durchlaufen die Gröfsen S,, 8, 8;, 8, alle möglichen Stellen, Zer- 
streuungen in Fächer bildend. Für jede einzelne Stellung, welche die Gröfsen 
N. 8. 8;, 8, unter den Gröfsen @,, @,, @;, @, einnehmen, ergeben sich 
noch insbesondere die Versetzungen sämmtlicher Gröfsen, die sie nach den 
Stellenzahlen eingehen können. Das Gesetz des Zeichenwechsels in jeder 
horizontalen Reihe, so wie in den horizontalen Reihen unter sich, zeigt sich 
deutlich; eben so das der begleitenden Facultäten und Potenzen. Dies läfst 
sich leicht verallgemeinern. Bezeichnen wir, was nach dem Bildungsgesetze 
der Zerstreuungen in Fächer und der gleichzeitigen Versetzungen an den Grö- 
[sen @,. @, @,. @,; 8). 8,, 8;. 8, vorgenommen werden soll, in diesem 
besondern Falle durch D, so ergiebt sich folgende allgemeine Form für das 


rte Glied: 


13. 2 = 
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Die Schlufsglieder der zweitletzten Horizontalreihe gelten, wenn » eine gerade 
Zahl ist. Ist r eine ungerade Zahl, so haben sie folgende Form: 


n Y Y \ Y \ Y Y \ 
D Gen Gr) ’ D(G,._n Su.) s D (Ser) Sr. -1))* 
Hieraus ergiebt sich für die Gruppen- Anzahl, welche dem Ereignifs günstig ist: 


1. A= B-C+HD-E+F-.... 


Man sieht, dafs sich die Rechnung, wenn auch in grofsen Kreisen, doch 
nach bestimmten Gesetzen bewegt und beliebig fortgesetzt werden kann. Die 
entwickelte Darstellung für die dem Ereignifs günstige Gruppen- Anzahl ist: 


15. A —= 
(p—k-+1)(m—k-+1)nP" — (p— k)(m—k) nr! 
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Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich. wenn A durch die Zahl aller 
möglichen Gruppen dividirt wird. Sie ist 


Di): wi 


(ph+1) (m—k+1)  (p—k) (m—k) 
ee „kl 


k 





H ’ 
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Aus den bis jelzt erhaltenen Resultaten lassen sich nun leicht weitere 


l’oigerungen ziehen. 


In einer Urne befinden sich »» Kugeln, mit den Zahlen I, 2,3,.... m 
bezeichnel. Man zieht » Kugeln einzeln heraus und legt jedesmal die gezo- 
vene Kugel in die Urne zurück. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
i; Kugeln (wenigstens) hintereinander erscheinen werden, welche die Reihen- 


folge der gewöhnlichen Zahlen haben? 
Die Zahl der günstigen Fälle ergiebt sich leicht, wenn man in (15.) 
m statt n selzi; denn es müssen hier alle Kugeln mitwirken, um der Aufgabe 


zu entsprechen. Wird daher in (16.) m statt n gesetzt, so findet sich für 
die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 


(v—h+l)(m—k+1)  (v—h)(m—k) 
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Die Bedingungen sind dieselben wie zu Anfang dieses Paragraphs. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit. dafs von den m Dee Kugeln 
k Kugeln, wenigstens r und höchstens s (also vr, r-- I, r--?,.... s) mal 
hintereinander in der Reihenfolge der gewöhnlichen Zahlen erachainen werden / 


Behalten wir die im vorigen Paragraph gewählte Bezeichnung bei. so 

ergiebt sich für die Anzahl der dem Unternehmen günstigen Fälle: 
18. 2° = 1 — 4", 
wenn A’, die Zahl der Glieder vom rten und 4;*' die Zahl der Glieder vom 
s--I)ten an in dem Ausdruck (14.) oder (15.) ist. Bezeichnen wir die 
Reihe (14.) auf folgende Weise: 
+ 
I — — Ar — 4; - -1, — ee 

so ist 

Ai = = A; — 4," 1 Ar— Ar te +4; FA + IT aa 

A'—=4'—4, RL Ar At’... 


und es ergeben sich daher für (18.) folgende zwei Formen: 


19. Ar‘ ——— A— 4" 4° — 4, . ..— A; > 
0. Ar 4A — Ar... + 4-14" —-Ar-t....] 


Für die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich 
Ay’ ER K—AN 


n? nm?” 








21 . w = 


Sollen alle Kugeln, die in der Urne enthalten sind, mitwirken, so ist aus (17.) 
die fragliche Wahrscheinlichkeit: 
.* f ER st1i 
ER u... 


m? mP 








Die Wahrscheinlichkeit, dafs % Kugeln von der genannten Eigenschaft gerade 
einmal. nicht mehr und nicht weniger, erscheinen werden, ist aus (15.): 
A—2B+2C0—2E+.... 


nP 


23. w — 





Die Wahrscheinlichkeit, dafs sie höchstens smal, also s, s— 1. s—). .... 3. 2. I mal. 


oder gar nicht erscheinen werden, ist 
AHA — A +... 


n? 





24. ww = 1—:- 


Die in diesem Paragraph aufgestellten Gleichungen sind allgemeiner als 
die des vorigen Paragraphs. Es lassen sich aus ihnen die des vorigen Para- 
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graphs leicht ableiten. Sollen alle Kugeln in einer bestimmten Ordnung er- 
scheinen, so geht k in »n über und es ist aus (17.) die Wahrscheinlichkeit : 
»—m+1) (p—2m+1}?! (r— 3m 


m" j2ıı . m" >31! E m?" 











33. m — 


Diese Gleichung stimmt mit (3.) im vorigen Paragraph. Eben so ergiebt sich 
die Gleichung (2.) des vorigen Paragraphs aus (17.), wenn m — k+-1=1|1, 
m— k—=0, m—N2k-{-1=0 u. Ss. w. geselzt wird; wie es sein mufls. Die 


Gleichung (17.) geht dann über in 
1923 +1) Ab 2k+ 1° L (w—>3h+ > En 


26. uw = a rn a + 1 er 
m ILEETTEL, ILERTTEL 





In einer Urne sind # Arten von Kugeln. Von jeder Art sind n Ku- 
geln mit den Zahlen 1,2, 3, .... 2% bezeichnet. Man zieht » Kugeln einzeln 
heraus. legt jedesmal die gezogene Kugel nach der Ziehung zurück und be- 
trachtet rn Kugeln jeder Art als gesondert von den übrigen. Wie grols ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens k Kugeln von den » gesonderten Ku- 
veln hintereinander erscheinen werden, die mit der Reihenfolge der Zahlen 


bezeichnet sind? 


Diese Frage ist eine Erweiterung der bisherigen. Die Zahl der dem 
Erfolge günstigen Fälle ergiebt sich, wenn die Gruppen der Versetzungen mit 
Wiederholungen aus ” Elementenreihen, von denen jede rn Elemente hat, zur 
pten Classe gebildet werden, und wenn darin die Zahl derjenigen, in welchen 
wenigstens # Elemente in der gewöhnlichen Reihenfolge der Zahlen hintereinander 
erscheinen, bestimmt wird; wobei zu bemerken ist, dafs nur »» Elemente jeder 
Reihe berücksichtigt werden sollen. Hebt man eine von den auflösenden Grup- 
pen hervor, so zeigt sich leicht, dafs ein Element von einer bestimmten Stellen- 
zahl mal ersetzt werden kann, wenn r Elementenreihen, aus welchen die 
Gruppen gebildet werden sollen, in Betracht kommen. Daher wird jede Gruppe 
so vielmal mehr erscheinen, als die Potenz von r angiebt, welche mit der 
Classenzahl der Versetzungen übereinstimmt. Dies gilt von jeder andern Gruppe. 
welche bei den Versetzungen entstehen kann. Nehmen wir an, die Gruppen 
werden zur sten Classe gebildel, so ist die Vervielfältigungszahl für jede Gruppe 


.; 


wie sich Dies des nähern aus m. Comb. Lehre $. 41. No. 145 zeigt. Erwägt 
man nun, dafs sämmlliche Gruppen in (14.) der pten Classe angehören, so 
ergiebt sich die dem Unternehmen günstige Gruppen- Anzahl, wenn die eben 
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angeführte Gleichung mit r? multiplieirt wird. Es ist demnach 
27. A=r’[B—-C+-D-E-AIF-—....] 
— (p—k+1) (m —k-+1)r\ (rn)? "— (p—k)(m—k)r'*' (rn)? 


—2k+1)? 22 \2 —2k)?! : 
DAL =. (m—k1r* (rn? — 2? a (m—k--1)(m—k)r’'''rn 











—2k— r 2.9 p) ) \ 
23 ” Ze - (m—kr |(enyP = 


+ (p— Rk-+1)m— ?k-1) Fr (rn)P* — (p—2k)(m— ?k)rt" (rn)P 


Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 


28. w= (p—h+1)(m—k+1) _ (p—h)(m—k) 


nk nkti “ 














in k PA (mh+Ht? (pa! (mhk) (mh) , (Pk)? (m—h)” 








1-2-.n?K a DIT pRrHı | 1-2:.n2kr? 
nf p—2k-+1)(m—2k+1)  (p—2k) (m—2k) 
| nk kur ek Hi 


Man sieht, dafs die Gleichungen (16. und 28.) übereinstimmen. Dasselbe gilt 
von den übrigen Gleichungen, welche nach Analogie von (17. bis 26.) aus 
der eben aufgestellten Aufgabe abgeleitet werden können. 


$. 28. 


In einer Urne befinden sich n Kugeln, mit den Zahlen 1,2, 3,.... 2 
bezeichnet. Von diesen Kugeln werden »n, deren Zeichen der Reihe der ge- 
wöhnlichen Zahlen folgen, besonders beachte. Man zieht » Kugeln einzeln 
heraus und legt die gezogene Kugel nicht in die Urne zurück. Wie grols ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs von den »n gesonderten Kugeln % Kugeln (wenig- 
stens) hintereinander erscheinen werden, welche die Reihenfolge der gewöhn- 
lichen Zahlen haben? 


Die Zahl der günstigen Fälle stimmt mit folgender Gruppen - Anzahl 
überein. Die Versetzungen ohne Wiederholungen werden aus n Elementen 
zur pten Classe gebildet und davon »n Elemente, deren Stellenzahlen der Reihe 
der gewöhnlichen Zahlen folgen, besonders herausgehoben. Wie grols ist die 
Zahl der Gruppen, in welchen wenigstens k Elemente der Reihe der gewöhn- 
lichen Zahlen folgen? 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 4. 42 
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Die der Frage genügenden Gruppen sind 
1. % = m 2. Ma 

dr Az Ay ** ++ Aksı 

4; 4, A; +++: Ayo 

Am-k+1Um-ı+2 "Am 
Ihre Anzahl ist m —%k--1I. Die Frage kann auf ähnliche Weise beantwortet 
werden, wie die im vorigen Paragraph. Alle Gruppen, welche bei der Bildung 
der Verselzungen entstehen, werden nach einer Richtung hin untersucht und 
die auflösenden gezählt. Jede der Gruppen (1.) kann entweder gerade von 
der ersten, oder zweiten, oder dritten u. s. w. erscheinen und % Stellen ein- 
nehmen. Die Stellang der nachfolgenden Elemente ist gleichgültig; die der 
vorhergehenden nicht. Diese letzien müssen besonders von der (k--1)ten an 
berücksichtigt werden. Folgende Fälle sind zu untersuchen; wobei wir uns 
der Analogie wegen auf das im vorigen Paragraph Gesagte beziehen. 


a. Eine der unter (1.) angegebenen Gruppen erscheint von der ersten 
Stelle an. Ihr kann jede beliebige Zusammenstellung der übrigen n— %k Ele- 
mente zur (p—k)ten Classe folgen. Die dadurch bedingte Gruppen - Anzahl ist 

B, = (m— k+1)(n— kr, 

b. Eine der auflösenden Gruppen erscheint von der zweiten Stelle an. 
Ihr kann jedes Element von den übrigen, mit Ausnahme desjenigen vorgehen, 
welches die nächst niedrigere Stellenzahl des Anfangs-Elements hat. Nimmt 
man auch hier die vorhergehenden Elemente vollständig an und zieht die Grup- 
pen, welche zuviel vorkommen, ab, so ergiebt sich folgender Ausdruck : 

P (a,;1, das a,) a, Ay ++ Ay 
-P(a,, Uxyas Ayyay**' 4,) 4,0, a, dk a, |, Az Ayyı 
2 P(a,, @, My,‘ 4.) 4; 4, @; +++: 4,2 — | q; a," da 
+ P(a,, Ay, °'** Am-r-ıy Amy """* 4,) Am- An_r41°''" Am-ı — An | mr er Am-ı 
P(a,,4,,°** Anz Imzır 42) Amkrı bm-kt2 Am — Amok |Am-r4ı "Am 

Jeder dieser Gruppen kann die Zusammenstellung der übrigen n—k—1 Ele- 
mente zur (p—k—1I)ten Classe folgen. Daraus entsteht folgende Gruppen- 
Anzahl: 





B, — [(n—k) (m—k -- I) — (m—k)] (n—k— ! yoräurı 


= (m—k-I- 1) (n— kp! (m—k) (n—k—1yP 1, 











22. Öttinger, Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


327 


c. Eine der auflösenden Gruppen erscheint von der dritten Stelle an. 


Ihr können zwei von den übrigen Elementen vorhergehen; mit der in (5) 
angegebenen Beschränkung. Werden auch hier die vortretenden Elemente 
vollständig angenommen, so erhält man folgenden Ausdruck: 


P(a,.ı, dıy2, ....4,) Arallyee.. 
2 


dx 


/ \1 
kr — Pia, ..(d,) 4,024 ....4g,, 


2 / 


P (a, ;3....Un-rı9 dmyer. An) Am-kUmirr er Amei 
— P(a,,4;,....4,_4.25 Um» 

P(a,,0;,....An_xy Amzıy. An) Am—kzı oe, 
— P(a,,@,.... Ayn-ı.ız Amzız 


o... 4.) U n-k-1 | Bank +,++ 


4) A| Ay .e.n gr: 


d 


m—I 


ee 





Die Gruppen-Anzahl, welche sich in Rücksicht auf die nachfolgenden Ele- 
mente ergiebt, ist 


B, Kn — Ak’ (m — k+1)— (n— k—1)(m—k)|(n— k— Yypiml- 
(m—k--1)(n— kr _ (m— k)n— k— 1)", 


Für jeden spätern Fall findet sich die bisher erhaltene Gruppen - Anzahl. 
ist daher 


B,_.., = (m— k-+1)(n — kr" — (m—k)n— k— m, 
Durch Summirung der Werthe von B,, B., B;,.... 


I 


Es 
Ss 


B,_,,. erhält man 

2. B=(p—kH1)(m—k-+1)(n—kypP — (p—k)(m—k)(n—k— PM. 
Diese Schlüsse sind so lange richtig, bis das Anfangs-Element einer 

auflösenden Gruppe in die (k--1)te oder eine spätere Stelle gerückt ist. Ist 

dies geschehen, so können auf den vorhergehenden Stellen schon Gruppen von 

der angegebenen Eigenschaft erschienen sein, wodurch Ausscheidungen wie 

im vorigen Paragraph bedingt werden. Folgende Fälle können vorkommen. 


d. Die nöthigen Ausscheidungen sind durch folgende Ausdrücke bedingt: 


k 
P(a;;ı, Mr23 -::- 4) dh@lz .... Gr 
k 
P’ua,, dır29 Ns) [/ DR / Fe / Feuer dı+ı 
; k 
P(a,, @2, Apysy --:: @G,) Asyl 2... Ayya 


ad m * 


a.) An_ırı Am—k+2 Mu: 
Die Gleichung (2.) dient, die nöthigen Ausscheidungen leichter zu be- 


werkstelligen. Die Zahl der auszuscheidenden Gruppen, welche der erste Aus- 
42 * 


Pa, da,» .. . Am» Amt u... 
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druck bedingt, ergiebi sich, wenn man erwägt, dafs bier ma —% Elemente Gruppen 
mit 4 aufeinander folgenden Stellenzahlen bilden können. Man erhält ihre Zahl 
aus (2.),. wenn 4 statt p und m—% statt »n gesetzt wird. Dabei ist die 
Zahl der nachfolgenden Gruppen nicht in Rechnung gebracht. Hieraus folgt 


1-(m — ?k--1). 

Die Zahl der auszuscheidenden Gruppen, welche der zweite Ausdruck 
giebt, findet sich, wenn % statt p und m—k—1 statt ın gesetzt wird, da 
nur die Elemente «;,.2, @yız3, »... d4„ mitwirken können. Hieraus folgt 

1-(n — IK). 

Die wegen des dritten Ausdrucks auszuscheidende Anzahl ergiebt sich, 

wenn w— k—? statt m und % stalt » gesetzt wird und ist 
l-(m—?k—1). 
Fährt man auf diese Weise fort, so ergiebt sich für die Anzahl der auszu- 


scheidenden Gruppen folgende Reihe: 


Im rk 1) +1 (mr) em Ik—-1) + +1-3+1-2+- 1-1] > 


I 


(m—2k+1)°!! 
211 i 





Ganz die nämliche Reihe, nur in umgekehrter Ordnung, erhält man für die 
Zahl der auszuscheidenden Gruppen, deren Elemente die Stellenzahlen von I 


bis a —%k haben, und es ist 


| N _9Lr 2Jı 
[1-1-+-1-.2- l-3-- Im — ?k)+l(m—?Ik--1)] — m en \ 


Die Vereinigung beider Reihen giebt in Rücksicht auf die Anzahlen der Gruppen 





welche an den spätern 9 —?% Stellen nachfolgen: 
C = (m— ?k-- 1)?" (n — kr, 
e. Nun entstehen zufolge (b, e, ....) auch Gruppen, welche die (&-+-1)te 
Dimension haben (8,). Durch den Vortritt von k—1 auf einander folgender 


Elemente bilden sie Gruppen von der (2A)ten Dimension und erhalten dann 
folgende Form, weil dieser Ausdruck erst von dem Akten Ausdrucke an beginnt: 


d, 42 4y 2... 4-1] &% | An ga @pya ©. Ar nn G; 
| 

4; 434; 222. | Ayyı | Ara Apyz or + Arıyı 

4; 4,4; 2... Ayyı | Apın| Aprz Axya » =» Aka 


Um—2k+1 .... Am—k-+1 Um-k | U m—k+1 or. An 


Ihre Anzahl ist m — ?k-+-1. Sie sind selbst wieder auszuscheiden. In Rück- 
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sicht auf die nachfolgenden Gruppen, an den p — 2% spätern Stellen, wird hieraus 
D, = (m— ?k--1)(n — km, 
f- Die unter (1.) angegebenen Gruppen rücken auf die (k--2)te Stelle. 
Dies giebt folgenden Ausdruck 
Pay, 42, .... An) 7 A123... 


k+1 z 
Pa, z@yj23 @dyy33+-..4,) r 4,4; 4;....Ay 41 —P(ar,2,4;4.;, 5 4,\42d3....d; P 
k+1 k 
Pa, d;, dır39 nn) + A;444;....A4r42 — (a, ,4433 @145....4,) (U, d;d;.. ..dı; +2 





/ k+1 
P’(a,,4;,.... are U n-k+1y + Am 
P’a,,a;,.... Am-k-19 Am+ız An) Am | Um-ı4 jre+e+. Bi . 


Die Anzahlen der Gruppen, welche wegen der Ausdrücke in der ersten 
verlicalen Reihe ausgeschieden werden müssen, ergeben sich aus (2.), wenn 
k-+-1 statt % und derReihe nach m —k, m— k—1, m—k—?,.... slalt m 
gesetzt wird. Sie sind in folgender Doppelreihe begriffen: 


[2m — 2k-1)+2(m—2k) +. 2.342.242. 1](n— 2A) 





2 us aa (n—2k), 

— [I(m— 2%) +1lm—2k—1) +++ -- 1L1-341-24+1-1](n— 2%)" 
Sn N (m—2k)?!! 
ger 1 





Diese Doppelreihe entsteht wegen der Elemente, welche die Stellenzahlen von 
k--1 bis m haben. Ganz dieselbe Doppelreihe, nur in umgekehrter Ordnung, 
entsteht durch Behandlung der Ausdrücke, deren Elemente die Stellenzahlen 
von 1 bis m —% haben. Hieraus ergiebt sich, in Rücksicht auf die ergän- 
zende Gruppen - Anzahl, durch Summirung beider Reihen: 


CO — m — Ik-+ 1)" (n — Ik _ (m — 2) (n— 2k— PT, 
Die Anzahl der Gruppen, welche wegen der Ausdrücke in der zweiten Scheitel- 
reihe auszuscheiden sind, ergiebt sich, wenn p statt k und der Reihe nach 


m—k—1, m—k—?, .... siatt m gesetzt wird. Auch hier entsteht eine 
Doppelreihe, wie in (d), die jedoch um ein Glied kürzer ist. Mit Rücksicht 
auf die Gruppen an den ergänzenden Stellen erhält man 

E, — (m — ?k}.(n— 2k 1) PM, 


Endlich müssen noch diejenigen Gruppen ausgeschieden werden, welche durch 
Zerlegung des vorstehenden Factors in die (k—1)te Classe Gruppen bringen, 
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die der Form @, und 8, zugehören. Ihre Anzahl findet sich dem Frühern 
zufolge leicht und ist 


D, = (m— ?k41)(n — Akt _ (m — 2k)(n — 2k — pm, 





9. Rücken die auflösenden Gruppen in die (k--3)te Stelle, so er- 
giebt sich Folgendes: 


\k+2 
P (a, dı22, Pe / A : A,(Gys... Ar 


»/ k+2 k+1 
1 (ds dır2s Urs Neue) + Aylz 2... Ay — P(a,;2, 4,35 ec) + d, Uslly ı... dr 





k+2 / k+1 
0) 744... Aa — Pla, Ars, ....A,) 7 Q|a3Q;.... 452 





17 
fi dı» d,. Uyr3, . 





Pia. DR ET rer 

— Pa, 3023... Amir: Gn) Am-r|Am-rti sr: Am 
Die Gruppen, welche wegen der Ausdrücke in der ersten verticalen Reihe 
ausgeschieden werden müssen, ergeben sich aus (2.), wenn p=k--? ge- 


seizt und dann wie früher verfahren wird. Es entstehen zwei Doppelreihen, 
deren Verbindung zu folgendem Ausdruck führt: 


GC, — 3(m — ?k-+ 1)" (mn — 2A —_ Im — Ik (nm — 2k— 1) PT, 


Durch gleiche Behandlung führen die Glieder der zweiten Scheitelreihe 
zu folgendem Ausdrucke: 


= — Um kN (n— 2k— PNA LI (m— Ik— 1)! (nm k— 2yP I, 


Aufserdem müssen noch die Glieder der zweiten Reihe weiter behandelt wer- 
den, welche auf Gruppen von der Form @, und 8, führen. Es entsteht daraus 
folgender Ausdruck: 


D, = (m— 2k+1)(n — 2kP#_ (m— Ikyn — !k— pP -I-ı 


Die spätern Fälle erfordern die gleiche Behandlung. Die Schlufsglieder dieser 
Reihen sind 








grob, vorat 
ar ii e (m—2k--1)?" (n—2kyP*— Fan m (m—2ky" (n—2k— Pr, 
Si, a 
LT (m 2hy (np PT (mh nahen, 
le 


— (m — !k+1)(n — 2kyP "+ (m — 2k)(n— 2k 1) r-U-1, 
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Durch Summirung der Werthe von C,, ©, .... O,_a415 Eu, Ei, .... Eu: 


D,, D,, ..... D,-,;ı erhält man folgende Zahl aus (2.) auszuscheidender 
Gruppen: 


RU se 





a (mr np 2 (nah ak 


0 (p—2k—1)? 
) 2 


— [(p -2k +1) (m — Ik +1) (n— kp — (p—%k)(m— ?k)(n— Ik]. 





(m— 2k—1 yı (n— Ik)? 2k-2]-1 


Es läfst sich nun aus (3.) ein Schema entwerfen, nach welchem die 
Untersuchung weiter fortzuführen ist. Es entsteht das nämliche Schema, wie 
im vorigen Paragraph No. 6., jedoch mit dem Unterschiede, dafs die Symbole 
G,, @,; S,, 8, die gleichen Elemente in sich aufnehmen und dafs hier Fa- 
ceultäten statt der Potenzen vorkommen. Leitet man hieraus ein Schema für 
die von (3.) auszuscheidende Gruppen -Anzahl ab, so entsteht ein Schema, 
welches mit dem in (11.) des vorigen Paragraph harmonirt. Dies giebt fol- 
senden Ausdruck: 











. D= 
er DT (m-3k4+ 1)?" (nah — 3 2 mu (m—3k)’" (n—-3k— 1)?" 
+ ET 31 nk) — FETT (m3k- 2 |n-3K- 37 





ET (mh n-3ky 2. PR (m-3ky(n-3k-1ypH 


+ IT (m 3-1 n-3R-2p) 





+ (p-3k-+1)(m-3k-41)(n—3k PH — (p—3k) (m—3k)(n-3k—1 PM. 


Mit Hülfe des Schema (12.) im vorigen Paragraph ergiebt sich leicht das 
Fortgangsgesetz. Die Form des rten Gliedes ist: 
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BR [HN nr mark" (nr he 
ee rl au; (m k4+r+y" na) eon- 
ED er rk 
PB IT (nk) (n—(kH)r+ pP Hdrm 





Gl Fp—rk-+1)’2! 
gl i 1 


(r—2)U-1 (p—rk) yr-21l E E 
un pn (m-rk) n-rk-1 4. 


 ENEN Ten Dr +3 m nat tape 


gr 2]1 








(m-rk+1)"n-rky 1 — 























_4\r-21-1 1 
—1)" ne {= nr, (m—rk-+1)?"(n-rkyı 2. or (m—rk)'(n—rk—1) 





a 2] R a 
" (» rn 1) (m-rk-1" Ka-rk-2) rk-2]-1 
































—J): 


(p—3k—2 PN (m — 3 —2 2)>11 
ur 1311. „431-1 














—1)r1l +1)" : 
4y ee im r n-kr+ 1)" (nrk) — PZN  - — (aan rk" |: (n—rk PH, 
Die dem Bl günstige Gruppen - Anzahl ist demnach 
6. A=B-UC-D-Er.... 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 
a (p—k+Hl)(m—k+1)  (p—k)(m—k) 
. w= akl-i —; nktil-ı 
[re (m—2k+1)  2(p—2k)?!(m—2k | (p- ea 
L- 1-2. 24-1 1-2. nkHll-1 ! 1-2. „2kr2l-1 
(p—2k+1)(m—2k+1) _ (p—2h) (m—2h) 
EC n2kl-1 n2k+ıl-ı 
(p —Sk+1) 1" (m—3k-+1)31 (p—3k)’!(m— Sk)?! 3 (p—3k 1)? (m—3k 131 


bi | 4211. „3-1 1311. gar+Hı-1 1311. ,3K+21-1 





Diese Ausdrücke verkürzen sich bedeutend, wenn mn =n ist, und dies führt 
zu folgender Frage. 

In einer Urne sind m, mit den Zahlen I. 2, 3, .... m bezeichnete 
Kugeln enthalten. Man nimmt p Kugeln einzeln heraus, ohne die gezogenen 
Kugeln in die Urne zurückzulegen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
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wenigstens k Kugeln erscheinen werden, die mit der Reihenfolge der gewöhn- 


lichen Zahlen bezeichnet sind? 
Setzt man in B, €, D, E,.... ın statt n, so ergeben sich folgende Ausdrücke: 


B— (p— kt) m—k-1)m— kN" — (p—k)m—kyYm—k— PT, 


























BR) ST b ABER) ACT 4 ey | 
= — [7 ur (m—2k41)'-— 7: v a (m— N2k--1)- er 1) \—R) ay-1 
— |(p— ?k-- 1) m—2k--1) — (p— 2) m— kp, 

ne 3f1 — 3% 3lı £ 4 3 3 

D—[”? in (m-—3k-+1,?" — a ae m—2k--1)" 3» = a nm— ıhk- 
(p—3k- Yyll akıp 
— m | (m—.ık) 
Sir 2j1 — 3211 — f j?117 
ET a ET a may 


+ [(p—3k41)nm— 3k-+1) — (p—S3k))|(m— 3 kp 
u.s.w. Zählt man nun in C, D, E, . die schiefliegenden Glieder, welche 
den gleichen Facultäten von m—3%--1 zugehören, zusammen, so erhält man 
sehr kurze Ausdrücke. Die Formeln C' und D gehen in folgende 

















3. 0 ET a aa RENT a 
SR, ),; - . 
4 (p te N pp 
_3k-t1)3M = 3k42)(p—3k-H)(p—3h+2 | 
9. DV net (m— 33h _ 3.07 u ante u (m—3k-L3yP> Pa 





+ 3. Mami and mal Fan ante m—3k-- | )P- 3A+1]|-1 


— EL), ya 


u. s. f. über. Das allgemeine Gesetz dieser Bildungsart ist aus folgender Dar- 





stellung ersichtlich: 
ah | k ee nn EM 3“ r-1| 
10. R Pa (p Kai : (m—(k-1 pda n (» (k er 2) p» ja, (n-(k-1 r—1 a I)r-1|-1 


2]-1 PT m BT 
+ (p—k 3) Ke Air (m—(k-1)r pr 


a A . r-1| 
La (p—(k I. (p u — (m—(k-A)r—3yPp-4-9r1- 














rat Pe“ w-rk4) igsgaligßrun 








(-1)7 rl r qr-ılı 
„rk — rk) (p— rk)! BG 
(1) ra ‚\» -— ) (p dar (m-rk)P K-3, 
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I (m—rk-+ 1)" (n—-rky’ — Kairo Pr rk)" (n-rk- 1"... 














(EEE mr] nat rn 












—1 [(p—rl r_1j1 m 41-1 —rkyr-11 a 
nr ya nk nk} 



























ENTE DIN a4 
Fl en ENT mr nrk- HH 
(1) »(p— ee T- A (+1) r+3)" | (n- (k-+1)r+2)P Arm 

















Ay ee "werke (mrkt1)" (n-rk 2. PR (mr (n-rk-1) 


Tl EL q2ı 





+ PIE (mrk=1 "| Kn-rk-27 


e (r—1) r-i|-1 ) rk+1)! p— rk)! . A 
ee <- Bin (mis (n—kr+1)' "(n— rk (m_rk)""| (n—rkjP 1, 


Die dem ale günstige Gruppen - Anzahl ist demnach 
6. A= B-C-+-D-E,N 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 
ph+l)(m—k+1)  (p—h)(m—k) 














































me zl-i pkHıl-1 
ae (m—2k+1) — 2(p— 2)?! (m— 2) | (p- ee 0 
I 1-2. „24-1 I“ 1-2. nk+1l-1 . 1-3. „kF2-1 
ı (p—2k+1) (m—2k-+H1) (p—2h) (m—2k) 
2 n2kl-1 ai nk+il-ı 


(p— Ih) (m—3h+1)} (p—3ht(m—3kyt |. (p3k—1)P(m—3k—1) 
4311. „3-1 nk TEILBETELE ET 3° 1211. „ak+21-1 


(p—3k— 2)?! (m—3k— 2)? 
en 1211. „3k+3l-1 1 














Diese Ausdrücke verkürzen sich bedeutend, wenn m —=n ist, und dies führt 
zu folgender Frage. 

In einer Urne sind »», mit den Zahlen I. 2, 3, .... m bezeichnete 
Kugeln enthalten. Man nimmt » Kugeln einzeln heraus, ohne die gezogenen 


Kugeln in die Urne zurückzulegen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 








22. Öttinger, Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 333 


wenigstens % Kugeln erscheinen werden, die mit der Reihenfolge der gewöhn- 


lichen Zahlen bezeichnet sind? 
Setzt maninB, C,D, E,.... m stalt n, so ergeben sich folgende Ausdrücke: 











B—  inbe en 1m — kp (p—k)m—kyYn=k— pP Hmı, 
ok pl! up lp2k1j . 
c—[? ar de m—rk+ 2. ? Ka m rk+1)--P R 1) \am—.R) 2 


— |(p— ?k-- 1) m—2k-1)— (p—2k)] (m— Ik, 








a / 1 a Ay3lı ? HL: ‚PErR K— 31 
D—| P in (m--3k+1 1 — 3 I m k41)?" 3 m Sr „in m—3hk--1) 
_» en 2)" \en—ıR)" 3A|-1 








u: a | _3Ky2lı | en 1 
mr ET (241 30 


+ [p—3k-41)n— 3k-41)— (p— Sk) m— 3kyPp 
u.s. w. Zählt man nun in Ü, D, E, .... die schiefliegenden Glieder, welche 
den gleichen Facultäten von m—3%--1 zugehören, zusammen, so erhält man 
sehr kurze Ausdrücke. Die Formeln €’ und D gehen in folgende 


C— (p—2k-+1)? E (m— dk Ip ra _ J, (p—2k+1)(p— IH) (m RL 1 

















" ri 1-2 
ur. > 2k+1) m m— kPa, 
9. D— a (m 3k--3ypkHlı _ 3. a NE TIEHN „1 ay3r 2-1 
+3: ee 0 an p—3k+2) (m—3k pH: 
EP (n—3k-2) (m zip le 





u. s. f. über. Das allgemeine Gesetz dieser Bildungsart ist aus folgender Dar- 


stellung ersichtlich: 


Ba r| . A e r-1}1 
10. Ru (kr ao t . a2 Fr (n-(k-1)r—1)p-6-Dr-un 


qrll 
r2l- 2 —k—1 r—3 —rk+1 r-1jl RE 
+3 re) @ r a 17- mu (m-(k-1)r2yp Dan 


” u r-1| 
me zu ee NT mtr 3er 














<h ng ee w—rktiy a galiß-n 








(—1) qyr-ılı rY qr-ılı 
BR Ave — rk) (p—rk+1)!! äh 
(1) m ‚\» - ) ‚p kan (m—rk)P- K-i 
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Die Zahl der dem Erfolge günstigen Fälle ist für die vorliegende Aufgabe 
A=— (p—k- I) m—k-- Tndayın te A ar 


—Ik+ 1)? —) —? oh, 
_b ei) (m—rk--2, 2.7 Bu REN AR PH 


— ER Ik)? (m — Ik pH! 


ar 








»—3k 3j1 7 w>. Yn— Po. 2 
FE a ET 








Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 





nt | ,(»—2k+1) P—kH) (p—2k)?!! 
, 2 21, mia | 1-2- m?k-1-1 1:2. m?k-i 


ı P3h+H1) (PHP PANDA (SR 


311, 3k-3]-1 1311. m3k-21-1 a PIE mik-N-1 1 m3Al-ı 

















Die Wahrscheinlichkeit, dafs alle Kugeln in einer bestimmten Ordnung erschei- 
nen werden, ist aus (12.), wenn man p=k=—m selzt: 


1 
13. ww == Pa 


Die Wahrscheinlichkeit, dafs in p Ziehungen p Kugeln in der Reihenfolge der 
gewöhnlichen Zahlen erscheinen werden, ist aus (12.), wenn p stalt k ge- 


seizt wird. 
1 


mp 


14. w — 


Zieht man (7. und 12.) von der Einheit ab, so ergiebt sich die Wahrschein- 
lichkeit, dafs höchstens %«—1 Kugeln hintereinander in der Reihenfolge der 
Zahlen erscheinen werden. Behalten wir die frühere Bezeichnungsart bei, so 
bedeutet 

15. Zoe 4-4" 


die Anzahl der Gruppen, in welchen A Elemente hintereinander in der Reihenfolge 
der Zahlen wenigstens # und höchstens smal, also r, r--1, r--2,.... smal, 
erscheinen werden, wenn die Versetzungen ohne Wiederholungen zur pten 
Classe unter den zu (6. und 11.) angegebenen Bedingungen gebildet werden. 
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Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind: 








Alert” 
16. w=—= er 
DT le 
ir. - ww Ai Ar 
mr! 


In einer Urne befinden sich r Arten von Kugeln. Von jeder Art 
sind » Kugeln mit den Zahlen 1, ?,. 3, .... ”% bezeichnet. Man stellt sich 
die »n ersten Kugeln von jeder Art gesondert vor, nimmt p» Kugeln einzeln 
heraus, ohne jedesmal die gezogene Kugel in die Urne zurückzulegen. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens % Kugeln hintereinander er- 
scheinen werden, die mit der Reihenfolge der gewöhnlichen Zahlen bezeich- 
net sind’? 


Die Zahl der günstigen Kugelgruppen stimmt mit der Zahl der Gruppen 
überein, wenn aus den oben angegebenen Elementenreihen die Versetzungen 
ohne Wiederholungen zur pten Classe gebildet und diejenigen ausgewählt wer- 
den, in welchen wenigstens 4 Elemente die Reihenfolge der gewöhnlichen 
Zahlen durch ihre Stellenzahlen zeigen. 


Nach dem Vorgange der Schlüsse im vorigen Paragraph zu (27.) läfst 
sich die dem Unternehmen günstige Gruppen - Anzahl leicht finden, wenn man 
bemerkt, dafs jedes Element in einer der auflösenden Gruppen rmal ersetzt 
werden kann. Die ergänzende Gruppen- Anzahl wird dann aus den gehörigen 
Elementen gebildet werden müssen. Geschieht dies, so erhält man folgende 
Ausdrücke für die Werthe von B,C, D, E,.... 


18. B= (p—k+1)(m—k+ 1) r (rn-ky’ + — (p—k) (nk) rt (rn—k—- PH, 


Ca 


D- 





bh 11 — Ik) 2 ) 
(p 2k+1)°! (1n— Ik) r 2k (rn—' kp -2M-1 __ ) 2 ‚p 2k) (nk rt! (rn—Ik—1)P- k-1j-1 





q2lı 211 
ce k— 2jı . a 
-- w vor 1) (m kr rn Ik)! 





— (PH 1m akH ren ah Pk) (make ak, 





>! u Bw 








Pe Re ‚psk) IT m Ik rt rn Ik PL... 


NT Pen ak ET nk en-3k-lP4...] 


21 


Im 
+ (p—3k+1)(m-3k+ 1) r* (nk (p-3k) (m—3k)r"rn—3k-ypP>n 
u. Ss. w. Die gesuchte Gruppen - Anzahl ist 


19. A= B-C+D-EH+HF.... 
43 * 
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Die Wahrscheinlichkeit ist 


0 m Pd mr) rt _ Dhmhrt 































(rmyH-1 (rn)k+! 
rap 1 (mL) 7? , (p— 2) (m—2kyı yR+1 
1-2. (rn) H-1 ‚ 1-2-(rn)?kHıl-1 
(v—2k— 1)?! (m—2k—1)? r?kr2 1 
T 1-2-(rn)?*3? 






(PZN mtr — (PZ2k)(m—ah)r 


| (rn)? HI (rn) AHH-1 




















Die Wahrscheinlichkeit in dem speciellen Falle a—= m ergiebt sich leicht. 
Die übrigen Gleichungen, dafs % Kugeln von der ‚angegebenen Beschaffenheit 
wenigstens # und höchstens smal erscheinen werden, ergeben sich eben so 






leicht und es ist auch hier 


Us Ami, 


J 























22. 7 A A 
(rn)! 
u. Ss. W. 

Das in diesem Paragraph behandelte Problem ist im 2ten Bande der 
„Annal. d. Gergonne P. 324” als aufzulösende Aufgabe unter folgender ganz 
speciellen Form aufgestellt: „Une loterie etant composde des n numeros 1, N. 
3. 4, 2... 2, dont il en sort # & chaque tirage: quelle probabilite y a-t-il, 
que, parmi les ? numeros d’un tirage, il ne se trouvera pas deux nombres con- 
seeulifs de la suite nalurelle.” Im dritten Bande der senännten Annalen ist es 
von Tedenat, Encontre und L’huilier behandelt. In einer allgemeineren Form 
ist es in demselben Bande aufgestellt und dann in dieser von Ze Grand und 
Rochat Pg. 213 — 222 und wiederholt von WAwlier Pg. 222 — 231 untersucht. 
Die dortigen Untersuchungen bleiben aber bei den speciellen Fällen und haben 
deswegen zu keinem allgemeinen Gesetze, wie es hier aufgestellt ist, geführt. 
Macht man das Problem allgemein. wie hier, so zeigt sich bald der Unterschied, 
welcher sich ergiebl, wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung in die Urne 
zurückgelegt wird, und. wenn nicht. Im ersten Fall ist die Zahl der Kugeln 
bei jeder Ziehung vollständig, im zweiten nicht, und es entstehen zwei zusam- 
mengehörige Probleme, von welchen das eine in diesem, das andere im vor- 
hergehenden Paragraph gelösei wurde, das eine auf Versetzungen obne Wie- 
derholungen, das andere auf Verselzungen mit Wiederholungen sich beziehend. 
Dieser Unterschied ist, wie man sieht, in den oben angeführten Untersuchungen 


überganeen. (Die Fortsetzung folgt. ) 
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23. 


Über eine Eigenschaft der Leitstrahlen der 
Kegelsehnitte. 


(Von Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin.) 


E; seien S, 8, die Scheitel der, Haupt-Axe und #), F, die Brennpuncle 
eines Kegelschnitts; es seien ferner P, P, zwei solche Puncte in der Axe. 
welche zu den Scheiteln S, S, harmonisch sind, und zwar liege NS zwischen 
P und P,; ferner liege P aufserhalb des Kegelschnitts, so dafs aus ihm zwei 
Tangenten PT, PT, an diesen gehen, deren Berührungssehne TT, die 
Axe im Puncte P, trifft, Aus einem der Puncte P oder P, ziehe man eine 
beliebige Secante PAB (oder P,AB) durch den Kegelschnitt, und nach den 
Schnittpuncten A, B ziehe man 'aus dem dem Scheitel S zunächst liegenden 
Brennpuncte Z die Leitstrahllen FA = «, FB== P, so wie endlich nach dem 
Berührungspuncte 7' den Leitstrahl #T== r: so giebt es jedesmal zwei bestimmte 
constante Gröfsen r und %k von der Beschaffenheit, dafs immer 


1._ (e—r)\Pß—r) = (t—r” — K, 
wie auch die Secante AB ihre Richtung und dadurch die Strahlen « und > 
ihre Gröfse ändern mögen, und gleichviel .ob die ‚Secante durch P oder P, 
sehen mag. Verändert man aber die Lage der festen Pole P und P,. so 


ändern sich auch die Constanten r und X. 

Dem andern Brennpuncte F", entspricht gleichzeitig die nämliche Con- 
stante Ä, dagegen eine andere Constante r,, und wenn man die Leitstrahlen 
F,A=«a,.#F,B—Pß,, F,T='1, zieht, so hat man, wie für F': 

(a, A —rı) = (n—rn) —=Kä&K. 

Ändern die conjugirten Pole P und P, ihre Lage, so bleibt entweder 
die Summe oder der Unterschied der gleichzeitigen Gröfsen » und 7, constant; 
nämlich diese Summe oder dieser Unterschied ist stets der Haupt- Axe 2a 
des Kegelschnitts gleich, also 


2. r, tr = Ya. 
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Bezeichnet man die Excentricität des Kegelschnitts durch ce, setzt die 
Tangente PT = t und den Winkel, welchen sie mit dem Leitstrahle #T = 
bildet, also den Winkel PTF =, so hat man 


3. K=(a—r)— cd, 


a. er TB): 


Unter Umständen können von den Gröfsen 7, r,, «, , .... einzelne 
ihr Vorzeichen ändern. Ich will dies, nebst einigen andern Besonderheiten. 
bei den verschiedenen Kegelschnitten etwas näher andeuten. 


I. Bei der Ellipse kann die Gröfse r posiliv, negativ oder Null sein, 
je nachdem die Pole P und P, liegen. Im letzten Fall, wo r—=0, wird 
die Gröfse k der halben kleinen Axe 5 der Ellipse gleich, so dafs für diesen 
Fall (1.) 

>. Bee b°. 


Dies giebt den besonderen Salz: 


„Beschreibt man mit der halben kleinen Axe b um den Brenn- 
punct F der Ellipse einen Kreis, der die Ellipse allemal in zwei reellen 
Puncten T und T, scheidet, zieht die Sehne TT,, die der Haupt- Axe 
in P, begegnet und leyt in T (oder T,) an die Ellipse die Tangente 
TP, welche die Haupt- Axe in P trifft, zieht ferner aus einem der Puncle 
P oder P,, yleichviel aus welchem, eine willkürliche Secan!e AB durch 
die Ellipse und nach ihren Schnittpuncten A und B aus dem Brenn- 
puncte F die Strahlen « und P, so ist das Rechteck unter diesen Strahlen 
constant, und zwar gleich dem Quadrat über der halben kleinen Axe.” 


Rücken nun, von dem genannten Zustande ausgehend, die Pole P und P, 
dem Scheitel S näher, so ist r positiv: entfernen sie sich dagegen von dem- 
selben, so wird r negaliv und dann verwandeln sich die obigen Ausdrücke 
in folgende: 


1. (a+r)\(ß-+r) = (tr? — 4, 
2... Par. u Zu, 

3. K= (a-+r) —c, 

4... k=1t-+r = 11.c008gQ. 


Es sei M der Mittelpuncet der Ellipse und es werde MP —p und 
MP, =p, gesetzt. so finden ferner noch folgende Relationen statt: 
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pP = Zr 40) = [u —rtrila—r?—e)]. 


wo die untern Zeichen in (7.) und (8.) den Werthen für 7, und p, ent- 
sprechen. 


II. Bei der Hyperbel sind die Gröfsen r und r, immer positiv und 

für alle Lagen der Pole P und P, ist immer 
2. nn —r = 2a. 

In Rücksicht der Strahlen «, # kommt es dagegen darauf an, ob die 
Schnitipuncte A und B der Secante AB im nämlichen Zweige der Hyperbel 
liegen, oder nicht. Liegen sie im nämlichen Zweige (der also S zum Scheitel 
hat und den Brennpunct F' umschliefst), so hat man wie oben 

(e—r)P—r)=(tr—r’—=K und (v—r) A —r)=(n—r)—=k.. 
Dreht nun aber die Secante AB sich so um den festen Pol P oder P,, bis 
B sich ins Unendliche entfernt und von da in den andern Zweig hinübergeht. 
so ändert der Strahl 5 sein Zeichen, und damit wird nun gleichzeilig r > «. 
während zuvor «_>r war, so dafs alsdann die Formel in folgende übergeht: 

(r—eo)\(r+-P)=(t—r’Y=k, und (n—a)n +Pf)=(td—r) ht. 
Die Gröfsen r und r, lassen sich hier auf eigenthümliche Art construiren. 
Aus einem der Pole P oder P,, etwa aus P, ziehe man, einer Asymptote 
parallel, die Gerade PR, welche die Hyperbel in A trifft, und ziehe sodann 
die Leitstrahlen F'R, F\R, so sind diese die verlangten Gröfsen r und r.. 


II. Bei der Parabel sind die Pole P und P, jedesmal gleich weit 
vom Scheitel S entfernt. Für alle Lagen dieser Pole bleibt die Gröfse r 
constant, und zwar ist sie steis der Entfernung des Brennpuncts vom Scheitel 
gleich, also ist r—= F'S— e. Die Gröfse k ist jedesmal dem Abstande des Pols 
P oder P, vom Scheitel S gleich, also k—= SP—= SP, —=d. Daher hat man: 

eo) B-)— A, 

d. h.: „Beschreibt man um den Brennpunct F' der Parabel mit dem 
Abstande e desselben vom Scheitel S einen Kreis, zieht sodann aus dem 
Brennpuncte nach irgend zwei Puncten A und B in der Parabel die 
Leitstrahlen FA und FB, welche vom Kreise in A, und B, geschnitten 
werden, und zieht endlich die Sehne AB, welche die Parabel- Axe in 
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irgend einem Puncte Q (d.:i. P oder P,) trifft, so ist allemal das Rech!- 
eck unter denjenigen Abschnitten der Strahlen, welche zwischen dem Kreise 
und der Parabel liegen, gleich dem Quadrat über dem Abschnitle der 
Axe, welcher zwischen ihrem Ncheitel und dem Puncte O enthalten :st, 
also AA,: BB, = S0°.” 

Daraus schliefst man weiter den folgenden Satz: 


„Schneiden eine beliebige Sehne AB und die Tungenten in ihren 
Endpuncten A und B die Parabel- Axe beziehlich in Q, 4,. B,. und 
trifft das aus dem gegenseitigen Schniltpuncle der Tangenten auf die Axe 
yefällte Perpendikel dieselbe in R, so ist allemal 


S4-SB, — SO — SR. 





Berlin, im April 1845. 
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24. 


Intorno agl’intimı movimenti osservati nei mur! 
dell’Osservatorıio dı Modena. 


( Memoria del Sgr. Dottor Antonio Bernard:. ) 





$. 1. I grandi progressi fatli dall’astronomia teorico-pralica in questi 
ultimi tempi concedono alle osservazioni ed ai metodi di riduzione quella giuslezza, 
oltre alla quale poco rimane a desiderare. Se non che il modulo eui lastronomo 
riferisce le sue misure € di troppo limitate dimensioni relativamente alle cose 
da misurarsi, e perciö si richiede in esso modulo somma esattezza di costruzione. 
invariabilita di posizione nelle intime parli e nelle adjacenti. Ma l’industria, e 
la mano dell’uomo non possono in grado assoluto conseguire Lulto ciö, e con- 
viene per altra via riconoscere e valutare nelle principali macchine astronomiche 
quelle variazioni che ponno influire sulla giustezza delle osservazioni. Se molto, e 
con molto profitto, si € studiato rapporto alla costruzione, alla posizione assoluta 
e relativa delle intime partli costituenti le diverse macchine astronomiche: poco 
perö si € fatto riguardo alla stabilitä dei solidi che ne coslituiscono i sostegni:; 
Lo scopo di questo seriito @ appunto di far conoscere l’importanza di volgere 
l’attenzione anche a questa parte. 

$. 2. I piccoli movimenti cagionati dalla forza espansiva del calorico 
nei fabbricati, specialmente di considerevole altezza, furono gia avvertiti dal 
benemerito de Cesaris sulla Specola di Milano I), dal Moscati sulla torre di 
Sant’Alessandro in detta citta II), ed in fine l’elasticita dei muri venne defini- 
livamente comprovata dall’astronomo di Napoli Carlo Broschi, il quale dopo aver 
parlato del collocamento d’un circolo ripelitore di quella specola si esprime nel 
modo seguente rispelto al collocamento di un secondo eircolo. 

„L’altro eircolo € collocato nella torretta oceidentale, ed il sue basamento 
„sorge isolato, a differenza dell’altro, a guisa di grande pilastro dal mezzo della 
„collina, dove ha i suoi fondamenli, ed € totalmente staccato dal resto deil’edifizio. 
„L’altezza di questo pilastrone, di quasi tredici metri, fa si che per la sua elasti- 
„eita oscilli facilmente, scuotendolo alquanto presso la sua sommilä, e che per 
„uno sforzo non molto notabile anche s’inclini. Avendo avuta curiosilä di conoscere 
„Uinclinazione prodotta in questo pilastrone da una dala forza, ho applicata alla sua 


I) Est di Mil. 1813. pag. 105 app. II) Mem. della Soc. Ital. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 4. 44 
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„sommita una tensione orizontale nella direzione del meridiano di chilogrammi 40 
„ed ho trovalo per mezzo di un buon livello, che con tale forza l’inclinazione era 
„di 8" e con chilogramme 20 era di 4”, ciö da una giusta idea della sua elasticita, 
„e quindi della necessita di non appoggiarsi al pilastrone quando si osserva, onde 
„non alterare la posizione del livello, e con esso quella di tutto lo strumento III).” 

$. 3. La stabilitä delle macchine astronomiche puö dunque essere turbata 
da que’ piecoli movimenti cagionati specialmente dall’immensa forza del sole sulla 
elastieitä dei muri che costituiscono gli osservatorj: e il conoscere la legge e 
la quantita di cotali movimenti imporlterebbe moltissimo per la giustezza delle 
osservazioni degli astri. Sarebbe forse opera vana tentare la soluzione direlta 
di questo problema, tante e cosi svariate sono le cause che lo involgono, ma 
non per questo dobbiamo intralasciare di cercare lume in proposito da osservazioni 
esalte, ed instlituite in favorevoli ceircostanze. Per la qualcosa io riferiro il 
risultato di molte osservazioni appositamente instituite, durante la mia destinazione 
in qualitaä d’Aggiunto all’Össervatorio di Modena, col mezzo di tre squisiti livelli 
a bolla d’aria, inservienti alla reltificazione delle macchine di questa Specola. 
Prima pero di entrare in deltagli relalivi alle osservazioni, @ necessario ch’io 
faccia conoscere la stabilita assoluta e relativa dei muri costituenti l’osservatorio, 
onde meglio apprezzare le deduzioni che verranno appresso. 

$. 4. L’osservatorio astronomico di questa capitale € situato sulla torre 
orienlale del palazzo Ducale. La facciata principale di questo edifizio guarda 
il punto sud-sud-ouest dell’orizzonte sensibile, e in corrispondenza i fianchi 
perpendicolari, la parte posteriore parallela alla direzione della facciata. Per 
ragione di brevitä d’ora innanzi indicherö coi sempliei punti cardinali dell’orizzonte 
le faccie rispettive della torre, sulla quale sono collocate le macchine inservienti 
alle osservazioni degli astri. 

Cio posto si deve notare che il lato ouest di Colesta torre, o propria- 
mente dell’osservatorio, € appoggialo per quasi la totale sua altezza e forma 
un tutto continuato col fianco del palazzo: che il lato est @ contiguo, ed anzi 
coslituisce parte del lato minore del teatro di corte, che lo investe per circa 
i due terzi dell’altezza, mentre il lato maggiore di esso teatro forma linea retta 
colla facciata del palazzo e col lato sud dell’osservatorio. Segue di qui che i 
lati est ed ouest dell’osservatorio sono invariabilmente legati, e a cosi dire 
incastrati fra due grandi ammassi di fabbrica, capaci di assicurarne in questo 
senso la stabilita richiesta in tali edifizj. Per adattare inoltre cotesta parte del 





II) Coment. astr. della Spec. di Napoli Vol. I. par. 1? pag. 16. 
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palazzo, ad uso di specola, fu geitato un solidissimo arco poggiante sui piedelti 
lati della torre, il quale arco contribuisce non poco alla stabilita dell’osserva- 
torio nell’indicata direzione, e perciö in questo senso non si polranno mani- 
festare que piccioli movimenli menzionali da principio. Per lo contrario i due 
lati sud e nord del medesimo osservalorio sono liberi ed isolati nella totale 
loro allezza, e in questo senso la stabilita dell’edifizio € affıdata semplicemente 
alla grossezza dei muri esterni ed alla tenacita dei materiali che li compongono. 
Infine il tetto di esso osservatorio a cagione dei due tagli meridiani, necessarj 
alle osservazioni degli astri culminanti, e diviso in tre parli l’una dall’altra in 
certa guisa slaccate con pregiudizio cio pure della stabilita. 

$. 5. Ad un altezza di circa trentolto metri dal pian lerreno sono col- 
locate sulla torre le due principali macchine astronomiche. Tre livelli a bolla 
d’aria di eccellente costruzione servono a stabilire e riconoscere l’esatta posi- 
zione delle predette due macchine: uno serve allo sirumento de’ passaggi, e 
questo livello noterö col numero I: gli altri due sono destinali al eircolo meri- 
diano, dei quali l’uno, che indichero col numero II, sta fisso costantemente sull’ali- 
dada colla direzione della sua bolla dal sud al nord: l’altro, che noterö col 
numero Ill, nell’ordinaria sua posizione € appeso entro una incassalura di legno 
posta verlicalmente entro il massiceio che si erge nel centro della specola sulla 
sommitäa del grand’ arco menzionalo di sopra; le pareti di legno e la superficie 
di muro da esse conterminate sono spalmate di una vernice a colore caliginoso, 
onde togliere i riflessi ed i riverberi di luce pregiudicevoli allo stato normale 
della bolla. Il livello I e appeso, senza precauzione alcuna, mediante due staffe 
di ferro infisse nel muro esterno del lato est della specola, ed in molta pros- 
simita al tetto che scola da questa parte. Iltubo del livello III e nella direzione 
est-ouest, o sia parallelo al lato sud dell’osservatorio: i tubi dei livellil e Il 
hanno direzione pressocche parallela fra loro e perpendicolare alla precedente. 

L’osservazione di piü anni sulla bolla di questi tre livelli, nell’ordinaria loro 
sospensione, mi ha fatto scorgere delle singolarita che meritano di essere studiale, 
e le cose dette fin qui relative alla stabilita dell’osservatorio e alla partlicolare 
sospensione dei livelli, ci conduranno alla spiegazione dei fenomeni osservati. 


$. 6. Un movimento quasi continuo, specialmente in cerli tempi dell’anno, 

direlti ora dal nord al sud, ora dal sud al nord si osserva nella bolla dei livelli 

segnali I e II, mentre il livello III irovasi d’ordinario in una perfetta quiete. 

Cotale movimento essendo di sua natura complicato e complesso, io lo distinguerö 

come segue, e come realmente si manifesta: 1°. Periodica oscillazione della bolla: 
44 * 
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2°, Trepidazione agli estremi di essa bolla durante il moto periodico: 3°. Agi- 
iazione convulsiva e forte della bolla che irregolarmente comparisce riguardo 
all'’epoca ed alla violenza. L’oseillazione periodica si mostra in tutti tre i livelli, 
colla sola differenza, che nel livello I e molto sensibile, un po meno nel livello II, 
appena si manifesta nel livello III. La trepidazione agli estremi della bolla € 
massima nel livello I, medicore nel livello II, nulla affatto nel livello III. L’agi- 
lazione convulsiva si manifesta in tutli, e solo piü sensibile nei due primi. 

$. 7. 11 movimento periodico della bolla varia, a seconda delle diverse 
stagioni dell’anno, e procede nel modo seguente. 

Nelle basse temperature d’inverno € piccolissimo e quasi insensibile, 
specialmente nelle giornale nuvolose: massimo nelle medie temperature, e re- 
lativamente piü grande in primavera che in autunno: medio nelle temperature 
estive. Inoltre colesto movimento della bolla segue costantemente il corso del 
sole: nel matlino la bolla trovasi verso il nord del tubo, nel dopo pranzo verso 
il sud, e di qui relrocede a misura che il sole si volge verso il nord. Gli 
estremi della bolla dall’una e dall’altra parte sono variabili relativamente allo 
spazio che percorrono entro il tubo, o sia non hanno un limite determinalo 
ne di spazio, ne di tempo. In ogni modo pero ho potuto assicurarmi che la 
bolla, giunge il mallino verso le nove ore, e mezza al suo massimo dalla parle 
di nord: verso le quattro di sera dalla parte di sud. Questa specie di rego- 
larita si manifesta sensibilimente nelle giornate di lunga durata, vale a dire 
dall’aprile al settembre. 

La quanlita assoluta del movimento della bolla varia, non solo da stagione 
a slagione, come si € avverlilo, ma varia pur anche da un giorno all’altro. 
Riscontrasi maggiore nelle giornate serene e calde, e relativamente minore 
nelle nuvolose e meno calde: e in proporzione lanto piü grande quant’e mag- 
giore la differenza di temperalura fra il giorno e la nolte, e fra gli oggelli 
esposti al sole a quelli in ombra. Nelle giornate nuvolose di estate, comunque 
calde, il movimento della bolla e piü lento, percorre minore spazio entro il 
tubo di quando i giorni sono sereni, e le ore del reirocedere dall’una parte 
e dall’altra sono diverse dal nuvolo al sereno. 

$. 8. Il movimento periodico della bolla nei livelli 1 e II e sempre, o 
quasi sempre, accompagnato da una trepidazione o tremolio visibile agli estremi 
di essa bolla, mentre in quella del livello III non si osserva mai un consimile 
fenomeno. Cotesta trepidazione & in perfelto accordo col movimento periodico 
della bolla, in guisa tale che quando questo & massimo anche la trepidazione 
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e piü forte, meno sensibile quando quello e minimo, e cosi in proporzione. 
Questa circostanza merita particolare altenzione, poiche a mio credere porge 
la spiegazione di esso tremolio, come si vedrä piü innanzi. 

L’agitazione convulsiva nella bolla si mostra dal piü al meno in tutti 
tre i livelli in circostanza di vento impetuoso, e specialmente quando spira 
da sud a nord o in contraria direzione. 

$- 9. L’escursione totale della bolla entro il tubo importerebbe, nel 
suo massimo, una inclinazione nell’asse del tubo di circa venli secondi in arco: 
cotale inelinazione e di gran lunga superiore a quella dovuta alla differenza 
di temperalura ai due estremi del livello; poiche il Professor Bell ha dimostrato, 
che un grado di differenza termometrica agli estremi del tubo cagiona una in- 
clinazione nell’asse di soli quattordiei secondi, e nell’ordinaria sospensione del 
livello I cotale differenza non puo essere che piccolissima, e forse appena sen- 
sibile, al termometro differenziale. Ond’& che la cagione principale del movi- 
mento in discorso si deve ripetere dalla forza dei raggi solari e del calorico. 
che inegualmente si diffonde e ingrossa i muri coslituenli l’osservatorio. Ben 
e vero pero che in tale supposizione la massima escursione della bolla dovrebbe 
mostrarsi nei grandi calori di estate, mentre le osservazioni,. come si @ giä 
detto, la fanno conoscere nelle medie temperature, specialmente di primavera: 
ma a questo riguardo conviene riflettere che nei grandi calori estivi la bolla 
si accorcia in modo straordinario, e quindi il livello @ molto meno sensibile 
di quando la bolla presenta una considerevole lunghezza entro il tubo. Nell’in- 
verno la bolla abbraccia le novanta, e fino le cento, parli della scala segnata 
sul tubo: nel massimo caldo ne abbraccia quindiei o tutto al piü venti. Oltre 
a cio si deve nolare che ne’ grandi calori estivi la differenza di temperatura 
fra il giorno e la nolte e fra le diverse ore del giorno non € cosi sensibile 
come in primavera, prima che il calor del sole compenitri, e in certa guisa 
si equilibri nell’interno degli ambienli e de’ diversi corpi sulla terrestre super- 
firie. Alle due indicate cause si polrebbe aggiugnere anche una terza riferibile 
alla curvatura interna ‘del tubo costituente il livello I. Misurando le parli della 
scala segnata sul tubo in diverse epoche dell’anno, si irova un valore diverso 


e propriamente massimo in esiate, medio in primavera ed aulunzo, minimo 
nell’inverno. Da cio si deduce che la curvalura nel mezzo del tubo e mag- 
giore che altrove, quindi il livello meno sensibile all’epoca della minore lunghezza 
della bolla. Il valore di ogni parte della scala ridotto in arco € il seguente: 
in estate 5”,074; in primavera e autunno 0,895; in inverno 0,688. 
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$. 10. Due cause adunque, escludendo la terza, concorrono a produrre 
il totale movimento periodico nella bolla dei livelli di quesia specola, e sono 
la dillerenza di temperalura agli estremi del tubo e l’ingrossamento o rigon- 
fiamento dei muri nella parte direltamente battuta dal sole. Con isquisite sperienze 
non sarebbe forse diffieile determinare partitamente l’ammontare di ciascheduna 
delle predelte cause, ma di ciö non mi sono oceupato minimamente. L’oggelto 
principale delle mie ricerche quello si era di rinvenire la cagione del tremolio 
agli estremi della bolla durante la sua periodica escursione, e credo di non 
essermi ingannanto attribuendolo appunto all’ingrossamento suaccennalo dei muri. 
Imperocche l'azione del calorico non si estende uniformamente a tutto il fabbricato, 
quand’anche le parli che lo compongono fossero apparentemente collocate in 
parita di circostanze, menire la diversa conduttibilitä pel calorico, le diverse 
modificazioni di superficie, nei materiali componenti i muri, la diversa sovrapo- 
sizioni tenacita, e simili altre cagioni, si appongono ad una regolare ed uniforme 
diffusione del calore nel complesso del solido. Quindi e che gl’intimi movimenti 
della fabbrica debbono essere sommamente svariati, ma tuttavia sensibili al 
livello, e produrre nella bolla quella trepidazione, riconoscibile nella sola direzione 
di sud a nord, per la circostanza dei fabbricati contigui all’osservatorio, como 
si fece notare fin da principio. 

L’agitazione convulsiva e forte nasce dall’impeto del vento contro la 
comprovata elasticitä dei muri, ed anche a questo riguardo chiaro apparisce 
come esser debba maggiore nella direzione anzidelta. 

$. 11. Il Direttore della Specola di Modena, Sigr. Professore Gruseppe 
Biancht, in una leltera al Cavaliere Cerlini, astronomo di Milano, poscia negli 
atti del Reale osservatorio di Modena, e infine in una apposita memoria, inserita 
nel tomo ventunesimo della Societa Italiana, ha parlato a lungo dei movimenti 
in discorso, ed ha cercato di darne una spiegazione, deducendola da moltiplice 
causa di nalura diversa dalle esposte di sopra. Ma cotale spiegazione non pa- 
rendomi troppo conforme alle immediate mie osservazioni, ho ereduto opporluno 
di richiamare in proposito il resultato delle mie ricerche, onde meltere gli 
astronomi in avverlenza su tale argomento. Avrei io pure polulo riporlare le 
tabelle delle osservazioni appositamente instituite, non che le avvertenze pralicale. 
onde possibilmente eliminare la cause estranee, ma in uno scrilto di quesia natura 
ho cereduto conveniente notare soltanto i risultati e le deduzioni che. a mio 
parere, si poltevano giustamente slabilire. 

Modena, giugno 1843. 
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25. 


Demonstrationes theorematum ad superficies curvas 
speetantium. 


(Auctore F, Joachimsthal, doct. phil.) 


S; quaedam linea curvalurae plana est, omnia plana superficiem in lineae cur- 
valurae punctis tangentia cum plano hujus curvae eundem angulum formant. 
Sit aequatio superficiei 
1. 2 — f(v,y); 
alque sectio plana in plano ipsarum : et y sita 
2. 0 =fia,y), 








* ® . 0 o . . . [3 » 
sit linea curvaturae. Designentur Ai et = litteris p et 9; est aequalio dif- 
ferentialis linearum curvaturae 
} dxe+pdz dy+ydz 
3, 2.2: 
dp dq 


eui aequatio curvae (2.) satisfacere debet. Ex aequalione (2.) derivatur 
4. pdx--gdy —= 0; 

sive dz 0, unde (3.) mutatur in 

de dr 

dp  dy’ 

quae, aequatione (4.) in auxilium vocata, transit 


pdp--gdy = 0), 


5. 





unde sequitur, ut sit 


6. P’-‘=4u, 
ubi « quantitatem constantem denolat. Quum cosinus anguli inter planum tangens 


1 





et planum (xy) sit —= r, Videmus, si curva contaclus linea plana 


 (d+p?+ 9°) 
curvaturae est, inclinationem planorum, quae superficiei eircumseribuntur, cum 
plano curvae contactus immutatam manere. 

Si coordinatae superficie tanquam duarum variabilium A et w functiones 
ejusmodi datae sunt, ut aequationes A = Const., u — Const. curvas curvaturae 
exhibeant, inter co6fficientes differentiales ipsarum x, y, 2 respectu A et u 
sumtos duae exstant relationes.. Quarum una curvas inter se rectangulares 
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esse, altera lineas normales superficiei in duobus punctis infinite propinquis el 

















in his curvis silis concurrere exprimit. Sit brevitatis gratia: 
oOy 02 z 0Y 
E_ Rn‘ . 02 — 4, 
oA Du 0). ou 
02 r D% 
4 a — B, 
ol ou ok ou 
dx dy _Oy dr C 
oA du BR 
Cum tangentes ad curvas A==Const., u = Const. aequationibus dentur 
. 0x .0y.02 
$—- rn -yıl-z = 1: —, 
j cu ou ou‘ 
nie Or .0y 02 
a is 329102 


et curvae curvalurae inter se rectangulares sint, habemus relationem 











B. GEBEN HE 
oA ou ! OA Qu |! dA du 
Est aequatio lineae rectae ad superficiem normalis 
9 <a. 28uL 
ung A BE oo mM 


alque in punto priori (%, y, %) infinite proprinquo et in curva «== Const. silo 


[a 





u 
O2 











° a. En Pi... Ks A 
1 sh J7 di nn N Y a I A T “ 2 Ep} di 
K r vr PR 86. 


Si lineae (9.) et 


fieri debet. aequationes nancissimur 
[A = 9(4+53 = 

[B—=g(B--2 
— ı 96 
- (04 


ubi f et g factores determinali sunt. 
tinemus 





11. 





(10.) punctum commune habent, 


ey Y 
em n 


ut pro curvis curvalurae 


da) - kSz dh, 


SFR 


Quibus eliminatis hanc relationem ob- 


04 


” 9 c) 


B)+57 Er en 
+20 





aß): 
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Est autem 


3 Y 
C— ©.B 
0X KR YA op: 3 ox (da? | dy? | O2°\ 
3 8% du 3 a O1 On) Da \om T am Tom)» 


vel. aequationis (8.) ratione Pr 
































. De 


=? 0X 
he a du K, 
02% iur oY N 
aA-ml= u 
2 A EEE D2 
I Br A a de 4; du E, 
ubi brevitatis causa E loco .. + RE scriptum est. Quibus relatio- 
dir | 34: I aa pP all 
nibus (11.) mutatur in 
8A dr , öB 9 ı 30 2 


or du 7 ar ou Tor du 
Habemus aequationem identicam 
0X N oy L 02% 
Ay, TB" cz, 
cujus differentiatione obtinemus hanc: 
oA dx , OB dy , o0C dz oO? | 0?y ı nm 0*2 
—— ,—— - 5 _ |— Fr we Were I = — —_() 
Gut ut :Tülhl H re ) 
unde (10.) transit in 


13. 











o?x 
). 
AyaatBarz,} " On 
Eeandem formulam invenires si curva A — Const. disquireretur. Nacti sumus 


igitur hanc propositionem: 
Si coordinatae rectangulares superficiei cujusdam ita velut duarum varia- 
bilium A et « functiones exhibentur, ut lineae aequationibus A — Const. et 
u Const. definitae curvae curvaturae fiant; functiones 2, y, 3 conditio- 


nibus satisfaciunt: 








or 08 | oY +3 02% un 0 
oA Au Tr O4 2 du . 

P; RE ATT. 2 dx _0w z 

OAdu\oA du oO ou vr oA ou oh ou 
0?:z (dx 9y oY =) Be \ 











ton OAödu \Ok du O4 du 
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esse, altera lineas normales superficiei in duobus punctis infinite propinquis ei 


in his curvis silis concurrere exprimit. Sit brevitatis gratia: 


[A 
Ba 




















oy 02 02 As 
or du 9, du 4, 
oz or or 02 
R Or On DA Im . 
lt ABER 2 A, 
ok du ET ee 
Cum tangentes ad curvas A —Const., «= Const. aequationibus dentur 
MEERE REINE vn ve 
s—- 1r:.n—Y-.%S AD > u rn "du'ou’ 
2 Pr’ en BE | me ' 0} 
Duni Di Kid Yu: > dl ; SE; 


et curvae curvalurae inter se rectangulares sint, habemus relationem 


0X ‚GEM, oYy 1.923, 02% 


8. = 0. 





























ok Qu ! O4 du uurr' du 
Est aequalio lineae rectae ad superficiem normalis 
io _ nr _ Io3 
uhr TEE 
alque in punto priori (%, y, %) infinite proprinquo et in curva «= Const. sito 
" eo) oY a 02% 
Zu Iy. Gun A 
Bi 77 di n—) E2: —— di [ 57 d 
10. 0A Ir ai; 6 
A+ di B+ST ar rk 5 
Si lineae (9.) et (10.) punctum commune habent, ut pro curvis curvaturae 
fieri debet. aequationes nancissimur 
‚ 0A Ä 
1 ZZ g (4 . da) + 55 
07 
[B — (B+ a) di. 


fc — 9(C4+ 


ubi f et g factores determinali sunt, 


tinemus 
oA 





y I) En 





B)+5, E71 ” 


: Ü 
ob are de 


dar) + Zar, 


Quibus eliminatis hanc relationem ob- 


: eh eo) 





+3 = es .B); 
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Est autem 

















3 v 
C— ©.B 
x KIE. y 4 ER, ox (dx , dy? , d22 
3 oA du 3 ou | OR Su! Bu\om | om +7): 


vel, aequationis (8.) ratione habita, 


[23 ER OXx 
O4 re 
02 bi 0Y 
u 4 SE cs nn a,b 

. er 
a ei 


GE oy’ 92° 
Qi: I oA? l oA? 





scriptum est. Quibus relatio- 





ubi brevitatis causa E loco 


nibus (11.) mutatur in 


er oA Or | oB od» ‚EC © 


Or ou OR du T97 OA ou 
Habemus aequationem identicam 


ZELBITLCH 0; 














ou ou ou 
cujus differentiatione obtinemus hanc: 
oA dr | OB or 00 82 1 ey 3 _ 
04 Fu oA ou r ol du 74 oAdu | Ban Tr oAdu v, 


unde (10.) transit in 


2 2 2 
13. Ads: +BEL+ er BE 
Eeandem formulam invenires si curva A — Const. disquireretur. Nacti sumus 
igitur hanc propositionem: 
Si coordinatae rectangulares superficiei cujusdam ita velut duarum varia- 
bilium A et w functiones exhibentur, ut lineae aequationibus A — Const. et 
u Const. definitae curvae curvaturae fiant; funcliones ©, y,z conditio- 
nibus satisfaciunt: 
ox 0x2 ,0Oy 69 03 02 
o4 du 7 ru tr au, 
or x Be An 2y 1/02 An 54.53) 
OAldu\oA du 04 ou oxcu 
23 (0x 0y oY er) Br N 
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Quae relaliones in quaestionibus de superficiebus, curvis curvaturae datis, perutiles 
sunt; exempli gratia in hoc problemate solvendo: 

Determinentur superlicies, quarum lineae curvaturae unius systemalis in 
planis per axem fixum (ipsarum &) transeuntibus sitae sint. Quae superficies, 
ut invenimus, hoc aequalionum systemate exhibentur: 


usinLsinA 











I = — " . 
1-+cosLcosM ’ 
.... @sin LcosA 
RER 1+cosLcos M ’ 
= __ eos LsinM u | | 
“ = TreosbeosM | cotang Mdu, 


da 


ubi Z et M ipsarum 4 ei « funcliones arbilrarias denotant. Si L constanli 4 
aequalis sumilur, aequaliones praecedentes in has transeunt: 

= = ul, 

Y=uÄ, 


’ m 
: = F/ cotang Mdw, 


a 


yuae superficiem rotalione ortam definiunt. Problema simile celeb. Monyge in 

opere clarissimo (Applie. de l’Analyse etc. pg. 139) tractavit, scilicet hoc: 

inveniantur superlicies, quarum lineae curvaturae unius systematis in planis 

parallelis sitae sint. Quod nostris relationibus 7. a. sine ullo negotio perfieitur. 
Berolini, m. Aug. 1845. 
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Druckfehler. 





Im sechs und zwanzigsten Bande. 


2.9 u.10 v.o. statt „unendlichen Körpers, oder” lies „Ellipsoides, oder vielmehr” 
Formel 10. nach y(1—o?)"”— ]. — etc.) 
Z.9 v. u. st. sei, 1. ist, sei 
— 8 v. u. lasse man ,„sei” 3 
— 2 v. 0.5. f(O,,9,) 1 f(0,, 1) 
Formel 19*. st. tang 1. log 
Z.5u.4 v. u. st. aufsteigt oder absteigt, 1. absteigt oder aufsteigt, 
Or" (2? — 1)" ' rn 
FOR You , FOR Value 
Z.15 v. o. st. sein l. angenommen werden 


Formel 23. st. 





Im sieben und zwanzigsten Bande. 


Z. 17 st. dem Product ]. dem doppelten Product 
— 20 st. der Hälfte I. dem Einfachen 


_2 s. Zerter  Zyater 
€ € 


— 29 st. ( = ara 1. ( Fan 
— 1 st. foldende 1. folgende 


3 3 s_ 8 
— 27 st. Y(ppı):v(pp.) 1. vippı) X Y(pp3) 
— 9 st. der Werthe I. der ganzen Werthe 
— 10 st. von % I. von % 


_ 27 st. Sri >| "= Tr 


— 1st. 1], Fans 


— 15 st. bestimmte 1]. unbestimmte 


_ 78 (wre) 1. (—1p-D4 Laleı .) 


Im acht und zwanzigsten Bande. 











Z. 3 v. o. st. Eisenlohe 1. Eisenlohr 

— 1 v. u. streiche das x weg, welches vor der ersten Formel als Factor steht. 
— 11 v. 0. st. 42mm], imlı 

— 9 v. u. st. 2m+2 (im Nenner) l. 2m —2 

— 4 - -- Za—1 - - -. - 2m 


— 4vu. st, Brn_ı l. Bau-ı 
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Seite 11 


— 14 


— 0 — 


— 17 
— 19 
— 41 
— 42 
— 46 
— 47 
— 51 


— 59 
— 54 


Page 7 ligne 17. Omeltre ‚en suivant la route tracde par M. Boole. 


-_— 





Druckfehler. 


6 v. 0. im Nenner des zweiten Gliedes st. 2u-+1 I. Zn —1 
8 v0. st. m-3j1 . 4?n—3j1 

9 v.o. st. d2-ı 1. b,—i 

2 v. 0. st. (2n)p-!l-1 ], (2n)?r—1l-1 


12 vo. st. ru |, Moral 

2 v. o. st. R(q,1) l. R(9, 1) 

16 v. o. st. r(3"n—1,1) Il. r(2n —1,1) 
3v0.8.23,1 2, 
26 au lieu de S7t!— SS, lisez S7H1— SS, 
1 au lieu de S(SP— S,) 1. S($S7 — S,) 

2 au lieu de „a gauche” 1. „a droite” 
23 au lieu de (»)<11 Np)<i1 

13 au lieu depy-Alp=1 

1 au lieu de 5? 1. 53 

8 au lieu de „les deux nombres” I. „deux nombres” 


> 
16 au lieu de [*]-s l. [4-]-s 
1 ı 


28, apres le mots: „divisible par q” il faut inserer „(voir la Remarque 
a la fin de ce memoire).” 


“ er Pı 
12 au lieu de E 1. 5 ] 


1 st. „Schafft man die Bedingungscongruenz durch die Division mit k weg” 
I. „Schafft man aus der Bedingungscongruenz k durch die Division weg” 

2 st. „Alle Glieder” 1. „Alle übrigen Glieder” 

9 loco „„minimoque” lege ‚‚nimiumque” 

10 loco „‚perspicuum” lege ‚‚perspicuam” 

19 loco „mojor” lege ‚„‚major” 

25 loco „integrati” lege „integrata” 

6 loco 3% lege 3 

25 loco 5*%-3 lege 5*-? 





Im dreifsigsten Bande. 


„ 


Cela se rapportait 
a une parlie du me&moire qui n’est pas imprime. 

I0 et 15, et page 9 ligne 4 d’en bas. Il faut meltre le signe + d’abord 
dessus la premiere colonne, puis dessus la seconde colonne etc. des 
expressions symboliques. 

S d’en bas. Pour ‚de l’ordre” lisez „de l’ordre p” 

7. Inserez ‚‚en reduisant cependant ä la moitie le co@fficient de ce terme.” 


3 3 
11 au lieu de U lisez U’ 
6 au lieu de „ou m&me d’une seule des fonctions” lisez „ou m&me d’une 
ou de plusieurs fonctions” 
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der dritten zehn Bände des Journals für die reine und angewandte Mathe- 
matik, 21 bis 30, herausgegeben zu Berlin in den Jahren 1841 bis 1845 
von A. L. Crelle; nach alphabetischer Ordnung der Namen der Verfasser. 


383. 








Dr. A. T. Bergius, ad acad. Upsaliens. docens Astr. 


Band, 
D. orbitis comelarum ex observationibus determinandis commentatio. 25. 


Ant. Bernardi, dottore a Modena. 


Memoria interno agl’intimi movimenti osservali nei muri dell’Osser- 


VER GE m OS ENDEN En nu a ua u 


Dr. E. G. Björling, ad acad. Upsal. docens Mathes. 
k 


. In determinationem coefficientium („ in pag. 247 seq. Tom. 25. 

(No. 632.) hujus diarii relatarum. . >» 2 2 2 nn nn nn. R8. 
Balth. Boncompagni ä Rome. 
. Recherches sur les integrales definies.. . » 2 2 2 200 n0..R. 
C. W. Borchardt, Dr. phil. zu Berlin. 
Neue Eigenschaft der Gleichung, mit deren Hülfe man die secu- 
lären Störungen der Planeten bestimmt. ... 2 2 2 2.2.2... 
Brix, Fabriken-Commissionsrath zu Berlin. 

Über die Bestimmung des Inhalts und des Schwerpuncts einer ge- 


wissen Galtung von Körpern, die zwischen zwei parallelen End- 


Bücher ia a a DD. 


0. J. Broch, Professor der Mathematik zu Christiania. 


8 
t == 
. Memoire sur les fonctions de la forme JS as-sp-1 f(aP) R(xr) POX. 


(Present& ä l’acad&ömie des sciences ä Paris le 19 avril 1841, ap- 
prouve et designe ä Etre insere dans le Recueil des Savants etran- (23 
gers le 10 mai 1841.) 


Brune, Rechnungsrath zu Berlin. 
. Eine Eigenschaft des Vierecks. . . . 2. 2 2 nn nn nn 22, 


123, 


left, Seite. 
I. 189. 
IV. 341. 
Il. 284. 
I. 74. 
l. 38. 
I. 129. 
I. 145. 
11. 201. 
IV. 379. 








304 


>86. 


Ir 
D 
nn 
— 


5%. 


591. 


393. 


94. 


>96. 


599. 
600, 
601. 
602. 
603. 
604. 
605. 


606. 
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Band. 


E. Catalan, Repetiteur a l’&cole polytechnique a Paris. 


Note extraile d’une letire adressece a l’editeur de ce journal. . . 27. 


A. Cavlev. Privaldocent an der Universität zu Cambridee. 
J ) le) 


Note sur deux formules donneces par Mrs. Eisenstein et Hesse. . 29. 


Mömoire sur les Hyperdeterminants. (Traduction d’un memoire an- 
glais insere dans le „„Cambridge matlıematical journal” avec quelques 


7 TFT RZ a 7 TE ee , ° 


Th. Clausen zu München. 


Vier neue mondförmige Flächen, deren Inhalt quadrirbar ist. . . 21. 


A. L. Crelle, Herausgeber dieses Journals. 


Einige Bemerkungen über die Mittel zur Schätzung der Convergenz 


der allgemeinen Entwieklungsreihen mit Differenzen ‚und Differentialen. 22. 


25. 
Aufgaben. . . . . . . . . . . r . . . . . . . . | 27. 
27. 
27. 
Encevklopädische und elementare Darstellung der Theorie der Zahlen. E 


29. 
29. 


Demonstration d’un Ih6coreme de Mr. Slonimsky sur les nombres, 


avec une applicalion de ce theorcme au calcul des chiflres.. . . 30. 


Z. Dahse in Wien. 


Der Kreis- Umfang für den Durchmesser 1 auf 200 Decimalstellen 


 :° ; FERERERIEUED > NUTEE RER oe ee A 


Dr. Druckenmüller, Gymnasial-Oberlehrer zu Düsseldorf. 


Über derivirte Linien. : . : .: ..:...... mann zupimppm 251 BE a2 


Dr. ©. Eisenlohr in Carlsruhe. 


Entwicklung der Functionsweise der Bernoullischen Zahlen. . . 28. 


G. Eisenstein, Dr. phil. zu Berlin. 
Theoremes sur les formes cubiqwes, ei solution d’une equation du 


4"* degre ä quatre indeterminces. . 27. 


Über die Anzahl der quadralischen Formen, welche in der Theorie 


der complexen Zahlen zu einer reellen Determinante gehören. . . 27. 
Allgemeine Auflösung der Gleichungen von den ersten vier Graden. 27. 
Untersuchungen über die eubischen Formen mit zwei Variabeln. . 27. 


Über eine merkwürdige identische Gleichung. . . . Bi. 
Bemerkungen zu den elliptischen und Abelschen Transcendenten. 27. 
Transformations remarquables de quelques series. « » 2 0... 27. 
Beiträge zur Kreistheilung. . . . er 27. 


Elementare Ableitung einer merkwürdigen Relation zwischen zwei 
unendlichen Producten. eg 27. 
Beweis des Reeiprocitätssatzes für die eubischen Reste in 1. der Theorie 


der aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten complexen 
DE, 6 TEE EEE 


Heft, 


IV. 


IM. 
IV. 
IM. 
I. 
HM. 
IV. 
II. 
I. 
I. 


II. 


II. 


IM. 


I. 


l. 
I. 
I. 
II. 
1. 
II. 
MI. 


IV. 


IV. 


Seite, 


192. 


375. 


249. 
395. 
2833. 
6. 
107. 
330. 
111. 
98. 
103. 


215. 


198. 


So. 
s1. 
89. 
105. 
185. 
193. 
269. 


285. 


289. 























607. 
608. 
609. 


610. 


611. 
612. 


613. 
614. 
615. 


616. 


617. 


618. 
619. 
620. 


621. 
622. 
623. 
624. 


625. 
626. 


627. 


628. 


629. 
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Über die Anzahl der quadratischen Formen in den verschiedenen ( 
complexen Theerieem 11.9. al 1alası .! udn buah an. 27. 
Einfacher Algorithmus zur Bestimmung des Werths von —).. ... 
Eigenschaften und Beziehungen der Ausdrücke, welche bei der Auf- 
lösung der allgemeinen cubischen Gleichungen erscheinen. . . . 7. 
Neuer und elementarer Beweis des Legendreschen Reeiproeitäts- 
Gh : an rt ee rer 
© 2.5: 05-5 200 SmemENee 7 r 
Nachtrag zum cubischen Reciprocitätssatze für die aus dritten Wur- 

zeln der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen. Criterium 

des cubischen Characters der Zahl 3 und ihrer Theiler. . . . . 28. 
Transformations remarquables de quelques series. . » 2 2.0.28. 
La loi de reciprocite tiree. des formules de Mr. Gauss sans avoir 
determine pre&alablement le signe du radical.. . . 22 .22..28. 
Neuer Beweis und Verallgemeinerung des binomischen Lehrsatzes. 28. 
Entwicklung von ger Meta hr Men A 7 
Lois de reciprocite. . . . . zog . 28. 
Einfacher Beweis und Verallgemeinerung des Eundementalihsarems 

für die biquadratischen Reste... . . u ° 
Geometirscher Beweis des Bondäinunießhesrems für die quadrati- 
schen Reste. . . .. hi sta 0 
Allgemeine Untersuchungen über die Borman dritten Kusias mit drei og. 
Variabeln, welche der Kreistheilung ihre Entstehung verdanken. 129. 
A a A a Ar A 
Theorema. . . . u a ru 
Application de Palgbre a ’Arithmötique mmihlbe. 


Beiträge zur Theorie der elliplischen Functionen. 

I. Ableitung des biquadratischen Fundamentaltheorems aus der 
Theorie der Lemniscatenfunction, nebst Bemerkungen zu den 
Multiplications- und Transformations- Formeln. . . . ... 30. 

II. Neuer Beweis der Summationsformeln. . » 2 2 22.2....80. 


Dr. Enke, Professor der Mathematik an der Universität 
zu Berlin und Director der Sternwarte daselbst. 


Allgemeine Auflösung der numerischen Gleichungen. . 22. 
Bemerkungen zu der Abhandlung Nr. 22. Band 26. Hefl 4. dieses 
Journals (hier u. a N ° 


Dr. Fasbender, Conrector zu Iserlohn. 


Beweis eines von Herrn Professor Steiner aufgestellten Lehrsatzes 
Band 15. Heft 4. Nr. 26. 1, S. 373. (Nr. 549. im Verzeichnifs des 


Inhalts von Band 11 —20.) . . . url u Bi 
Ein Vieleck mit gegebnen Seiten ist am größten, wenn seine Ecken 
in einem Kreise liegen. . . 26. 


Über die gleichseiligen Dreiecke, weiche um ein gegebenkes Dreieck 
gelegt werden können... . . 2... wet nn en 


Heft. 


IV. 


IV. 


IV. 


IV. 
1. 


— | — 
. 


Mn. 


111. 
IV. 
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I. 
Il. 


IM. 


II. 


ll. 
11. 


I. 
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311. 
317. 
319. 
322. 


S6. 
2s1. 


28, 
36. 


41. 
44. 


49. 
53. 


185. 


211. 


193. 
213. 


186. 


230. 


396 


530. 


631. 


632. 


639. 


634. 
63>. 


636. 
637. 


638. 


639. 


640. 


641. 


642. 


643. 
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0 

ie) 
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